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Cartea contine circa 1400 de probleme, cu indicatii
si rdspunsuri, grupate in doud categorii.

Prima categorie cuprinde probleme din geometria
studiatd in scoala medie, iar a doua — probleme cu un
nivel mai ridicat, din capitolele »Transversale“, ,Ra-
poarte anarmonice si armonice“, ,Pol si polari“, ,In-
versiune“, ,Omografie si involufie“ si ,Conice*.

Lucrarea este adresati elevilor, candidatilor la admitere
in invitamintul superior, studentilor din primul an si ca-
drelor didactice din invatimintul de culturd generald si
din invdtamintul tehniec.



PREFATA LA EDITIA A Vl-a

N -

Aceasltd noud edifie era de mull asteptatd. Ea nu prezinld schimbdri {mportante
fala de edifia precedentd. Nu s-a addugat si nu s-a scos nici o problemd, in schimb
acolo unde s-a simjit nevoia s-au ldmurilt mai bine enunfurile si solufiile. La unele
probleme s-a introdus o a doua solufie pentru a infdjisa un all punct de vedere. In
acest fel se deschide un orizont mai larg in siudierea unei probleme, ceea ce poafe
duce uneori la descoperirea de proprieldji noi ale unei figuri.

GH. D. SIMIONESCU

PREFATA LA EDITIA A IV-a

In dorinfa de a réspindi cit mai mull gustul peniru matemalici, Gazela
Maltemalicd si-a propus, intre allele, si publicarea de culegeri de probleme.
Prima culegere a apdrut in 1901 si cuprinde probleme de aritmelicd, geomelrie,
algebrd si trigonomelrie, fiind intcemiid de 1. Ionescu, G. Tileica, A. G. Ioa-
chimescu §i V. Cristescu. Mai lirziu s-a considerat cd este mai bine ca cele pairu
pdrfi sa se separe si asifel au apdrut in biblioleca Gazelei Malematice pairu cu-
legeri de probleme, revizuile si cu un malerial mai bogal.

Culegerea de probleme de geometrie (separaid) de G. Tifeica, cuprinzind 1 111
probleme, s-a tipdrit in 1929, Faid de culegerea din 1901 — parlea de geomelrie —
s-au addugat 319 probleme noi. Considerind partea de geometrie a culegerii din
1901 ca primd edifie, cartea apdrutd in 1929 o consideram ca a doua edifie a cule-
gerii de probleme de geomelrie.

Desi lucrul este cunoscul, vreau sd subliniez incd o dald aici cd aparifia
aceslor culegeri se datoreste numai dragostei celor de la Gazela Malemalicd pentru
lineret si_dorinfei lor de a-l ajuta, tipdrind carii in limba romanda. Dreplurile de
aulor erau cedate Socieldfii ,Gazela Matematicd®.

In mod special ,Culegerea de probleme de geomeirie* ilusireazd concepfia
inaltd a lui G. Tifeica despre datoriile omului de stiinfd fajd de sociclate. Marele
geomelru cu renume mondial nu a considerat ca o scddere penlru el alcdluirea unei
culegeri de probleme de geomeirie elementard ; dealifel a dat si o culegere de probleme
pentru geomelria analiticd.

O caracteristicd a culegerii de probleme de geometrie este c¢d ea cuprinde foarte
mult malerial adunat din revistele noastre (mai ales in edifia a doua revdzutd de
regrelatul N. Botea).

A reia edifie a culegerii prezinid unele modificdri imporlanle fajd de pri-
mele doud. Astfel, numarul problemelor a fost sporit de la 1111 la 1414, deci s-au
addugat 303 probleme noi. Aproage lol materialul nou addugal a fost adunat din
revisiele noastre mai vechi sau mai noi : Gazela Malemalicd (G.M.), Revista Male-
matied din Timisoara (R.M.T.), Gazeta Matematicd §i Fizicd (G.M.F. Seria A
sau B), Revisla Malematicd si Fizicd (R.M.F.), precum si din subieclele date la
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concursurile Gazelei Malemalice (C.G.M.), Olimpiade matematice elc. Mcnjicriez
faptul cd mulle probleme au fost luate din »Suplimeniul cu exercifii* al Gazelei
Matematice, dar nu s-a indical sursa.

O modificare importantd s-a fdcul i in impdrfirea materialului. In primul
rind culegerea a fost impdrfitd in doud pdrli: parlea intii cuprinde aproximativ
capilolele de geometrie ce se predau in invdldmintul mediu, iar partea a doua, cu
un nivel mai ridicat, cuprinde capilolele ,Transversale“, ,Rapoarle anarmonice
§i armonice*, ,Pol si polard“, ,Inversiune“, ,Omografie si involufie* si »Conice*.
S-au inirodus capitole noi : ,Cercul* (lungimea si aria lui, arcul de cerc, seclorul de
cerc) (XIV), .Construcfii de expresii algebrice“ (XV), ,Proiecfii (XVII) si
»Probleme diverse* (XXII); deccamdald, fiecare din acestea are un numdr mic
de probleme. Alle capitole au fost divizate precum urmeazd: vechiul capilol , Un-
ghiuri si triunghiuri* in doud capilole, capitolul ,Relafii metrice* in doud capilole
si capilolul ,Rapoarte anarmonice, pol si polard, inversiune“ in trei capilole. In
felul acesta edifia a ireia are 28 de capilole, fatd de 20 cit cuprindea edifia a doua.

La unele capilole s-au introdus probleme mai simple rentru ca linerii ince-
pdlori sd gdseascd malerial mai accestbil, care sd-i incurajeze la rezolvarca problemelor
mai dificile. Sint totugi capilole care prezinild greutdfi mai mari si esle bine ca cili-
torii sd fie prevenifi de la inceput asupra acestui lucru. Ne referim la capitolele V,
VI, 1X, X, XI.

Ceea ce deosebeste nel edifia a lreia de cele precedente esle introducerea figuri-
lor (in numdr de 397) la ,Rdspunsuri §i indicafii“. Acest lucru a fost considerat util
de cdtre Societatea de Stiinfe Matematice si Fizice din Romdnia, care a inifial re-
vizuirea gi retipdrirea culegerii. Trebuie sd ardtdm cd uneori enunful unei probleme
lasd posibilitatea mai mullor cazuri de figuri. Acolo unde a fosl absolutd nevoie
s-au considerat toale cazurile, dar la cea mai mare parte din rdspunsuri rajiona-
mentul s-a fdcut pe o anumild figurd, urmind ca cililorul sd reia rationamentul
pentru alt caz de figurd, ceea ce nu mai constiluie o greutate. La unele probleme
s-au inlocuit cu lotul solufiile din vechea edifie, ca de exemplu la problemele 135
158, 342, 427 din parlea inlii, 1 155 din partea a doua elc. La alle probleme s-au
addugat, pe lingd solufia exislenld, solufii noi, ca de exemplu la problcmele 170,
232, 320, 327, 349, 351, 397, 453, 502, 505 elc.

La prezentarea edifiei a lreia, resiructurald, am avut colaborarea prefioasd
a lui D. Flondor, lector la Institutul Politehnic Bucuresti, care s-a ocupal cu redac-
tarea capitolelor, 1, 11, 111, X, XI, XI1I, X111, XVIII, XIX, XX, XXI,
XXVI, XXVII si XXVIII. Aceasld noud edifie — a patra — a culegerii de pro-
bleme de geomelrie a fost necesard, deoarece carlea era ceruld stdruifor din toate
colfurile jarii.

Din punct de vedere al cenfinutului nu s-a inirodus material nou fajd de edi-
{ia a lreia, s-a cdulal numai sd se remedieze unele lipsuri. Aslfel, in afard de corec-
larea unor erori mdrunle, a fost necesar ca la unele probleme sd se inlroducd pre-
cizari fie in enunf, fie in solufie, pentru a le face mai clare. Tol in acest sccp cu
fost ref dcute citeva figuri.

Acum, cind edifia a palra a fost dald la tipar, s-au imglinit 60 de ani de la
aparifia primei edifii a culegerii de probleme de gecmetrie, limp in care s-a veri-
ficat continuu utilitatea ideii marelui nosiru geometru G. Tifeica de a veni in aju-
torul tineretului prin alcdluirea aceslei culegeri. Astdzi grija reniru finerel este
permanentd si constifuie una dinire prcocupdrile imgortante ale forurilor conducd-
toare ale partidului si ale slatului nostiu. Una dinire dovezi o constiluie si mulfi-
mea de cdrfi originale seu iraducse in limba roménd, editate rentru a usura studiul
acelora care vor sd se instruiascd si sd-si desdvirsescd pregalirea. Chiar si aceastd
culegere esle o mdrlurie in aces! sens: greutdfile de {ipdrire de allddatd au facut

4



ca primele trei edifii sd se succeadd la infervale de 28—27 ani. La primele doud
edifii solufiile nu au pulul fi insofite de figuri, cum ar fi fost normal inir-o culegere
de probleme de geomelrie, din cauza costului mult prea mare. Acuin, peniru ca tine-
retul sd aibd la indemind cdrfile care ii sint necesare, noua edifie urmeazd la numat
trei ani dupd cea precedenid.

Esle o dalorie de onoare peniru cei tineri sd rdspundd prinir-o pregdlire te-
meinicd acum $i prinir-o muncd neprecupefild mai lirziu, in folosul palriei noasire
socialiste.

15. XII. 1961 GH. D. SIMIONESCU

Conf. Institutul Politehnie
Bucuresti
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E NUNTURI

PARTFA INTII

Capitolul I
UNGHIURI

1. Trei semidrepte OA, OB, OC formeazd in O unghiuri egale
BOC, COA, AOB. Si se giseascd valoarea comunid - a  acestor
unghiuri, exprimatd printr-o fractie de unghi drept. Si se arate cd
prelungirea OA’ a semidreptei OA imparte unghiul BOC in doui
parti egale. .

2. Si se demonstreze cd bisectoarele a doud unghiuri adiacente
suplimentare sint perpendiculare.

3. S4 se calculeze unghiul format de bisectoarele a  doui
unghiuri adiacente oarecare. Ce se intimpld cind unghiurile adia-
cente sint complementare sau suplimentare?

4. Si se demonstreze cd bisectoarele a doud unghiuri opuse
la virf sint in' prelungire.

b. Sa se demonstreze cd bisectoarele celor patru unghiuri for-
mate de doud drepte concurente sint dou#d drepte perpendiculare.

6. Fie 0A’, OB’ perpendiculare pe OA, OB. Si se arate ci
unghiurile AOB si A’OB’ sint egale sau suplimentare.

7. Fie OC Dbisectoarea unghiului AOB si OM o dreaptd oare-
care. S4 se arate cd unghiul COM este semisuma sau semidiferenta
unghiurilor AOM si BOM.

8. Doud unghlurl egale AOB si COD cu acelasa virf au o parte
comund, unghiul COB. Si se arate ca:

a) <X AOC = <& BOD;

b) bisectoarea unghiului BOC este si bisectoarea unghiului
AOD ;

¢) reciproc, daca unghiul BOC este interior unghiului AOD
si dacd <X AOB = < COD, ele au aceeasi bisectoare.

9. S& se demonstreze cd dacd doud unghiuri egale AOB, A'OB’
au laturile OA si OA’ in prelungire iar OB si OB’ sint de o parte
i de alta a dreptei AA’, atunci cele doud unghiuri sint opuse la
virf.



10. Se considerd un unghi drept XOY; OX este bisectoarea
unui unghi AO0B, iar OY bisectoarea unui unghi COD. Si se arate
cd unghiurile AOC si BOD sint suplimentare (X BOD < 180°).
Ce se intimpld dacd OA si OC se confundi?

—11. Din punctul O se duc semidreptele OA, OB, OC, OD in
ordinea indicatd aici, astfel ca ¢ AOB = <L COD = a. S3 se afle
unghiul format de bisectoarele unghiurilor AOC si BOD.

12. Se dau doud unghiuri adiacente <t AOB = a5i <X BOC = B
si se duc trisectoarele lor (dreptele care impart fiecare unghi in
trei parti egale). Sa se calculeze unghiurile facute de fiecare trisec-
toare a unghiului AOB cu fiecare trisectoare a unghiului BOC.
Caz particular cind unghiurile adiacente sint suplimentare.

~13. Se dd un unghi zO0y si o semidreaptd (D), interioard
unghiului, trecind prin virful lui. S4 se demonstreze cd dacd sime-
tricele dreptei (D) fatd de cele doud laturi Oz, Oy sint in prelun-
gire, unghiul zOy este drept.

14. O razi de lumini SO este reflectati de o oglindi plani
dupi directia OS’. Se roteste apoi oglinda cu un unghi « si fie
OS" raza reflectatd. Sa se‘arate si unghiul razelor reflectate este
2 a. (Proprietate folositd la construirea sextantului si a altor apa-
rate de fizicd.)

15. Si se arate cd dacd notdm cu n° valoarea unui unghi in
grade sexagesimale si cu ¢8 valoarea aceluiasi unghi in grade cen-
tesimale, formulele care permit trecerea de la un fel de unititi la
altul sint

10 ¢ o 9
= —n

8 g " n° = — &,

10

16. Citi radiani are unghiul de 15°? Dar unghiul de 34°22'38"?
Dar unghiul de 428?

17. Cite grade sexagesimale au unghiurile de 0,6 rad; 5—; rad;
~ rad?
24

18. S4i se afle unghiul a cdrui misurd in grade centesimale este
mai mare cu 8 decit mésura sa in grade sexagesimale.

19. Care sint unghiurile suplimentare a ciror diferentd este un
unghi drept?

20. Care este unghiul al cirui supliment este de n ori comple-
mentul sdu?

Aplicatii: n=4; n=5.



Capitolul II
TRIUNGHIURI

@. S&4 se demonstreze cd intr-un triunghi isoscel medianele,
bis€Ctoarele, iniltimile, corespunzitoare laturilor egale, sint egale.

22. Pe latura Oz a unui unghi zOy se iau doud segmente OA,
OA'; pe Oy se iau segmentele OB, OB’ egale respectiv cuOA,QA4".
Dreptele AB’, BA’ se intersecteazd in I. Si se arate ci OI este
bisgatparea unghiului 20y.

Fie A’, B’ simetricele punctelor A, Bin raport cu un punct O,
adica O este mijlocul segmentelor AA’, BB’. Si se demonstreze

B, A’'B' sint egale.
Si se demonstreze cd dacd A’, B’, C’ sint simetricele vir-
furr triunghiului A BC fatd de punctul 0 triunghiul A’B’C’ este

egal cu triunghiul ABC.

Si se demonstreze cd dacd A’, B’ sint simetricele puncte-
lor A, B fatd de dreapta zy, adicd dacd aceastd dreaptd este per-
pendlculara pe segmentele A4, BF’, in mijloacele lor, atunci

ABg A'B'. .
£26) Si se demonstreze ci simetricele a trei puncte in 11n1e
dreapti, fatd de un punct O sau fatd de o dreaptd zy, sint trei

puncte 'in Tlinie dreaptd (aliniate).
Si se demonstreze cd mediatoarele laturilor unui triunghi

(perpendicularele ridicate pe laturile triunghiului in mijloacele
jnt concurente.

ungha, sint concurente.

S& se demonstreze ci bisectoarele suplimentelor a doud
unghfuri ale unui triunghi si bisectoarea unghiului al treilea sint

congurente.
\@ Daci pe laturile ll}lli triunghi echilateral ABC se iau, in
acelasi sens, lungimile AA’' = BB’ = (CC’, si se demonstreze ci
triunghiul A'B'C’ este echilateral.

31. Dacd pe laturile unui poligon regulat A,A,...4,, adicd
avind laturile si unghiurile egale, se iau in acelagi sens lungimile

A A} = A A; = ... = A,A,, si se demonstreze ¢i poligonul A]A4;...4;
este si el regulat.

32. In doua triunghiuri ABC, A’B'C’ avem
AB=A'B’, X A=< A, AC < AC".
Sa se arate cd < B < & B'.



Fie AD cea mai lungd, BC cea mai scurtd laturd a patru-
laterului ABCD. Sa se arate cd

X ABC > < ADC, < BCD > < BAD. “~
Daci O este interior triunghiului ABC, sd se demonstreze

B—C+C?+_A—B <04 +0B+0C <BC + CA + 4B.

;S:i se demonstreze ci dacid M, N, P se afld pe laturile T?_C—‘,
CA, AB ale triunghiului ABC iar nu pe prelungiri avem

_(BC+CA+AB)<AM+BN+CP< (BC+CA+Z )-

@36. O indltime a unui triunghi este mai micd decit semisuma
laturilor care pleacd din acelasi virf. Consecintd: su#a iniltimilor
unyi triunghi este mai micd decit perimetrul triunghiului.

S& se demonstreze c¢i o mediand a unui triunghi este mai
micgadecit semisuma laturilor care pleacd din acelagi virf,

S& se demonstreze cd suma medianelor unui tnunghl este
mal micéd decit perimetrul triunghiului, dar este mai mare decit

jurgatatea lui.
f.@ in triunghiul ABC, X A este egalcu < B+ C. S se Zrate
C este indoitul medianei care pleaca din A.
0.;Se did unghiul 20y si o dreaptd (D). Si se giseascd pe
D),g-m punct egal depirtat de laturile unghiului.
Se da unghlul 2Oy si un punct P. S& se ducd prin P o
dreapta care si intersecteze pe Oz s1 Oy in A si B, astfel incit

04— OB.
A@ Se dau trer puncte 4, B, C. S& se ducd prin C o dreapta
egal_departati de A si B.

43) Si se gdseascd pe o dreaptd zy un punct M asa ca suma
dep\éﬁarllor sale la doud puncte date A, B si fie cea mai mica.

(44. S& se gdseascd pc zy un punct M asa ca diferenta depir-
tdrdQr la doud puncte A, B sid fie cea mai mare.

45. Se di un unghi xOy gi in interiorul lui doud puncte oare-
care A, B. Si se gdseascd un punct M pe Oz si alt punct IV pe
Oygstfel ca drumul AMNB si fie cel mai scurt posibil.

e S& se construiascd bisectoarea unui unghi al cirui virf este
1naggesibil.

Intr-un triunghi ABC avind toate unghiurile ascutite, iar
indltTmea AD egald cu baza BC, se construieste pe CD ca latura
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pitratul CDEF si pe BD ca laturd patratul BDGH. Si se demon-
streze cd drepturile BF si CH sint indltimile (prelungite) triun-
ghiului ABC.

Capitolul III

DREPTE PARALELE. PARALELOGRAME.
PATRULATERE

Si se demonstreze cd o paraleld la baza unui triunghi isos-
cel Jarmeazd cu celelalte doud laturi un triunghi isoscel. N
49 Si se demonstreze cd o paraleld la una din laturile unui
triufghi echilateral formeazd cu celelalte douad laturi un triunghi
echjlateral.

=®0/ Prin mijlocul M al unui segment 4B, mirginit de doud
drepte paralele, se duce un alt segment CD, mirginit de aceleasi
drepfe. Sa se arate cd M este si mijlocul lui CD. ,

Sd se demonstreze cd indltimile unui triunghi se intersec-
teazg intr-un punct (ortocentru). ’
Unghiurile opuse *A si C a' patrulaterului ABCD sint
drepte. Dreptele AD, CB si AB, CD se intersecteazi respectiv in £
si K, Si se arate ci dreptele BD si EF sint perpendicular®.
@ Sa se demonstreze cd dreapta care uneste mijloacele B’,
C' ale laturilor AC, AB ale unui triunghi ABC este paraleld cu
latuga BC si egald cu jumaitatea ei.
Sa se demonstreze ci in triunghiul A BC paralela dusi prin-
mijlgcul ¢’ al lui AB trece prin mijlocul B’ al laturii AC.
@ Pe prelungirile laturilor BC si CA ale triunghiului echi-
lateril A BC ludm punctele D si E astfel incit CD = AF = AB.

Dreapta DE intersecteazi pe AB in F. Si se arate ci AF = % AB.

) Se ia un unghi 20y = «, iar pe latura Oz un punct 4. Se
desCFie un arc de cerc cu centrul in A astfel incit sd intersecteze
dreapta Oy in doud puncte B, C. Fie B’, C’ proiectiile punctelor
B, C pe Ox. Si se determine valoarea unghiului « astfel ca sd avem

BB —AC si OC — 4FB.

@Sa prelungesc medianele BB, CC" ale triunghiului 4ABC
cu B'B” = BB’, C'C" = CC'. Punctele A, B”, C” sint in linie
dré (aliniate sdu coliniare).

f

b8) Si se determine locul mijlocului segmentului OM, cind O

este 1ix, iar M descrie o dreaptd datd zy.
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S& se demonstreze cd mijloacele laturilor unui patrulater
ntZvirfurile unui paralelogram.
@ S4 se demonstreze cd intr-un patrulater segmentele care
unesc mijloacele laturilor opuse si mijloacele diagonalelor se inter-
secteazd in parti egale.

In ce caz paralelogramul din problema 59 este dreptunghi,
ro dtrat?

N Si se demonstreze cd intr-un trapez dreapta care uneste
mijloacele laturilor neparalele este paraleld cu bazele, trece prin
mijloacele diagonalelor, este egald cu semisuma bazelor si partea
cuprinsd intre diagonale este egald cu semidiferenta bazelor.

:6% Sa se demonstreze cd mijlocul ipotenuzei unui triunghi

A

Sl

drepinghic este egal depdrtat de cele trel virfuri ale triunghiului.
Sa se demonstreze cd dacd in triunghiul ABC avem

<X A = unghi drept, X B = %unghi drept, atunci BC = 24 B.

65. Sa se construiascd numai cu rigla si compasul unghjurile
de 15°, 75°, 105°.
Sa se demonstreze cid dacd B, C, sint picioarele inil{imi-
lor BB,, CC, in triunghiul A BC si A’ fnijlocul laturii BC, 'atunci
trihiul A'B|C; este isoscel.

@ S& se demonstreze cd medianele unui triunghi se intersec-
taeZi intr-un punct (centru de greutate).

Doud echere dreptunghice egale ABC si A’B’'C’ se asaza
in PoZitiile din fig. 16 de la ,,Rdspunsuri si indicatii“. S& se demon-
streze ca:

a) HB’' este indltimea in triunghiul CC'B’; -

B MA’ este mediand in triunghiul CC’'A’;

€) LB’ este bisectoare in triunghiul CB’C’.

69. Se dau trei drepte Oz, Oy, Oz. Pe Oz se di un punct A.
S& se arate cd existd:

a) un triunghi cu un virf in 4 avind dreptele date ca inaIfimi;

b) un triunghi cu un virf in A avind dreptele date ca mediane ;

c) un triunghi cu un virf in A avind dreptele date ca bisectoare
ale unghiurilor interioare sau exterioare;

d) un triunghi avind mijlocul unei laturi in A4 si dreptele date
ca /perpendiculare pe mijloacele laturilor.

Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se construiesc..
in 4, patratele ABDE si ACFG, virfurile D si F fiind opuse
lui 4. S& se arate cd:

@® EG este perpendiculard pe mediana care pleaci din A sk
este indoitul ei; '
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@ al patrulea virf I al paralelogramului, care are doui virfuri
»puse in E si G si al treilea in A, este asezat pe iniltimea care
pleacd din 4;

) CD si BF, perpendiculare pe BI, CI si egale cu ele, se inter-
sec gag{é tot pe indltimea din A.

d se demonstreze cd suma distantelor unui punct oare-
carede pe baza unui triunghi isoscel la cele doud laturi este con-
stantd. Se va considera si cazul cind punctul este situat pe pre-
lungjtea bazei.

- S8 se demonstreze cd suma distantelor unui punct mobil
in t erlorul unui triunghi echilateral la laturile acestui triunghi

es nstanta.
173. )Si se demonstreze ci picioarele perpendicularelor duse din
virlat”4 al triunghiului ABC pe bisectoarele unghiurilor B si C

sint_patru puncte coliniare.
e da un segment de dreaptd fix AB si un segment de

lundwffe constantd MN = [ care alunecd pe o dreaptd (D). Si se
determine pozitia segmentulul MN de pe dreapta (D) astfel ca
dreptele AM s1 BN sa fie paralele. Discutie.

'pSa se demonstreze cd daci un patrulater convex are doud
unghifiri opuse egale, bisectoarele celorlalte doud unghiuri sint
paralele si reciproc, daci bisectoarele a doud unghiuri opuse sint
paralele, celelalte doud unghiuri opuse sint egale.

76. Se da linia poligonald ABCD si se noteazd cu B’, ('
mijloacele segmentelor AC, BD. Fie (A,), (A,) paralelele duse prin

A si C la BB, iar (A,), (As) paralelele duse prin B si D la CC".
Si se arate cd M = (A, A,); N = (BB, CC'); P= (Ac, A;) sint
coliniare.

77.)Se d& un triunghi dreptunghic ABC si fie Bz i Cy pre-

lungirile catetelor AB, AC.
a) Si se arate cd ducind trisectoarele unghiurilor zBC si yCB

doud din ele sint perpendiculare si doud paralele.

b) Trisectoarele paralele intersecteazd celelalte doua trisec-
toarg in D si E. Si se arate cd BCDE este un romb.

‘Pe laturile opuse AB, CD ale unui paralelogram se con
strulesc in afard doud triunghiuri echilaterale ABM, CDP, iar pe

laturile opuse BC, DA se construiesc induntru triunghiurile echi-
laterale BCN, DAQ Si se arate cd figura MNPQ este un p®a-

lelogram ale cdrui laturi sint egale cu diagonalele paralélogra-
mului ABCD.
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79. B’, ¢’ fiind mijloacele laturilor AC, AB in triunghiul A BC,
ludm de la B’ spre C, B'D = AC’. Sa se arate ci perpendiculara
coboritd din D pe bisectoarea interioard a unghiului A trece prin

ul laturii BC.

Sa se demonstreze cd bisectoarele interioare ale unghiu-
ril0T unui paralelogram formeazi un dreptunghi; diagonalele aces-
tuia sint paralele la laturile paralelogramului.

81. Se considerd un punct M in planul paralelogramului
ABCD. Fie N simetricul lui M fatd de A, P simetricul lui &N
fatd de B si Q simetricul lui P fata de C.

a) S& se arate cd dreapta MQ trece prin punctul D si cd D
este mijlocul segmentului MQ.

b) Unde trebuie sd se afle punctul M pentru ca MNQP si
fie trapez?

82) Fie AC diagonala mare a rombului ABCD si A4, A,, Cy, C,
proiectiile punctelor A si C pe laturile opuse.

a) Sa se demonstreze cd dreptele A,C;, A,Cs, AC si BD sint
concurente.

b) Si se determine marimea unghiului 4 al rombului astfel ca
dreptele A4,C; si A,C, si fie perpendiculare pe AD si AB.

83. Perpendicularele duse pe bisectoarele interioare AZ,B/,
CI ale unui triunghi ABC, in punctul lor comun /7, intersecteazi
laturile triunghiului: perpendiculara pe A/ in(B,, (,), perpendicu-
lara pe BI in (C,, A,), perpendiculara pe CI in (.15, B;). Daca Py,
P,, P, sint punctele comune dreptelor (BB;, CCy), (CC,, AAjy),

A,, BB,), atunci dreptele AP,;, BP,, CP; sint concurente.

(4
’In triunghiul ABC ludm simetricele A,, B,, C; ale unui

Fpunt¢”O, fatd de mijloacele A’, B’, C’ ale laturilor. Si se arate
c& dreptele A4, BB;, CC, sint concurente intr-un punct O, si ci,

dacd G este centrul de greutate al triunghiului, avem@‘— 260

85. Un patrulater convex A BCD are laturile AB = BC = CD
si X BAD = 90°. Se noteazd < ABC = «.

a) Sa se .arate cd daed patrulaterul indeplineste aceste can-
ditii, atunci 60° < a < 90°.

b) In cazul ¢ = 75° sd se construiasci patrulaterul numai cu

riglag~gi compasul. .
Se da o dreapta (D) si doud puncte A, B de o parte si

de atth a ei. Se cere drumul cel mai scurt de la 4 la B, strabi-

tini de-a lungul lui (D) o lungime datd d.

In ce caz linia care uneste mijloacele laturilor neparalele
ale™nul trapez trece prin punctul comun diagonalelor?
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88. Se roteste triunghiul dreptunghic ABC in jurul virfului
unghiului drept A pind ce ipotenuza, in noua ei pozitie B'C’, trece

prm extremitatea catetel A AB < AC. Si se demonstreze ci, dacd AC’

ntegsecteazd pe BC in D, avem < AVB =3< C.
In triunghiul ABC, 7171 este indltime, AA’ bisectoare. S&
se arate ci dacid AB < AC, avem < XL A'AA, = (X B— & ()2

90,) Daci in triunghiul ABC avem BC = 2.1C, atunci mediana
A AT este bisectoarea unghiului format de latura AB si de mediana
AA; a triunghiului A’AC.

9I) Laturile opuse AB, CD ale patrulaterului ABCD se intil-
nes¢ in E; AD, BC in F. Se iau pe prelungirile dreptelor ABE,
DCE, BCF ADF, segmentele EH = AB, EK = CD, FL = BC,
FM = DA. Si se demonstreze ci figura HKLM este paralelogram.

92. Fie O un punct fix si (A) o dreaptd datd. Dintr-un punct A

situat pe (A) se duce A M egal cu AO si perpendicular pe OA. Se

cer. ul lui M cind A variazd pe dreapta data.
./In patrulaterul ABCD virfurile A, B, C sint fixe, iar vir-
fu

descrle o dreaptd. S& se gdseascd locul mijlocului segmen-
tului_MN care uneste mlJlOCUl lui AB cu mijlocul lui CD.
94.)Fie AA’ o ceviand (adlca o dreaptd care uneste un virf
cu un punct al laturii opuse) in triunghiul ABC, I mljlocul el
Dreptele BI, CI intersecteazd laturile opuse in M §i NV, iardrep-
tele paralele duse din A’ la AC si AB intersecteazd pe BM si CN
in PgiQ. Si se demonstreze c& figura MNPQ este un paralelogram.
@Se dd un trlunghl ABC si A,B,C, triunghiul sdu ortic.
Si sv"demonstreze ca tmunghml format de paralelele duse prin mij-
loacele laturilor 4,B,;, B,C;, C;A, respectiv la AB, BC, CA este
egal cu complementarul lui ABC (trlunghlul format de mljloacele
laturilor lui ABC).

Capitolul 1V )
CERCUL: ARCE, COARDE, TANGENTE

™
96. Sa se demonstreze cd dacd doud coarde egale ale unui cerc

se intersecteazd in M, atunci AM = CM, BM = DM, punctele
A siC fiind de o parte si de alta a diametrului dus prin- M.

7. )Pe prelungirea unei coarde AB, in cercul (0) se ia BC
egal cu raza cercului si se duce diametrul COE, E fiind punctul pe
cerc cel mai depdrtat de C. S& se arate cd < AOF = 3 & ACO.
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98.)Sa se demonstreze cd cea mai micd coardd care trece
prin—punctul M, interior cercului (0), este perpendiculard pe MO

99, Coarda CD, paraleli cu diametrul AB al cercului (0),
proiecteazi in EF pe acest diametru. Si se arate ci AE = BF

100.)S4 se demonstreze cd tangentele duse la un cefc,~ din
ncte egal departate de centru, sint egale.

S& se demonstreze ca centrul unui cerc tangent la laturile
hi se giseste pe una din bisectoarele unghiului.

102.)S4 se demonstreze ci un trapez isoscel se poate inscrie
na intr-un cerc.

./Sa se demonstreze ci intr-un patrulater convex, circum-
SC[‘I fui cerc, suma a doud laturi opuse este egald cu suma celor-
lalte_doua.

/1(_)\42 S se demonstreze cd dacd intre laturile triunghiului A BC
avem relatia AB + AC = 3BC, dreapta care uneste mijloacele latu-
rilop.A B si AC este tangentd cercului inscris in triunghiul A BC.

105.) Sa se afle locul mijloacelor coardelor paralele cu o direc-
tie 4, intr-un cerc dat.

06.)Sa se afle locul mijloacelor coardelor egale cu o coarda
datd, intr-un cerc dat.

toy,

@07, Sa se afle locul centrelor .cercurilor care trec prin doud
puncte date.

108. S se afle locul centrelor cercurilor tar sente la un cerc
dat,ﬁ:i_ﬂtr-un punct dat al acelui cerc.

(109. 4 este un punct fix, P un punct mobil pe_cercul (0). Sx
se \aﬂﬁjlocul mijlocului M al segmentului A 2.

Triunghiul isoscel OA B are virful O in centrul unui cerc
dat;Tar baza AB intersecteazd cercul in C si D. Si se arate ca
AC = BD.

Doud cercuri (0,) si (O,) se intersecteazd in 4. Pe primul
cerc tdam punctul B, pe al doilea punctul C, lasa ca unghiul
BAC si fie drept. S se afle locul mijlocului ipotenuzei BC

112} in triunghiul ABC, A’, B’, C’ sint mijloacele {segmentelor
AH,BH, CH cuprinse intre virfuri si ortocentru, iar A,, B, C;
punctele diametral opuse virfurilor in cercul circumscris. Si se
arate ci A;A’, B,B’, C,C’ se intilnesc in centrul de greutate-

113. Cercul 1nscr_k in triunghiul ABC alinge laturile in A’, B’,
C’, iar cercurile exinscrise relative la unghiurile 4, B, C le atmge
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in A, By, Cy; Ag, By, Cy; Ay, B, Cs. Si se arate ci ‘B'B, =
=(C'C,=BC; CC, =A4'A;,=CA; A’A;=B'By=AB.

114. Aceleasi da date ca in problema 1a precedentd. S& se exprime
segmentele AC’, BA’) CB’ si A,A’, B,F 2B, C5C" infunctie de laturi.

115. Un romb are <X A = 45°. Se misoari pe inltimea din B
a rombului, fatd de latura AB, un segment BE = AB. Si se arate
cd: a) Al AE = BD;b) C, D, E sint coliniare ; c) fie B’ piciorul inil-
timii BE ; cercul BCE trece prin centrul cerculu1 inscris in triun-
ghiul ABB'

116. Dintr-un punct O, luat pe ipotenuza BC a unui triunghi
dreptunghic isoscel ABC, ca centru, se descrie un cerc care inter-
secteazi laturile BA, CA prelungite, dincolo de 4, in M si N, iar
dincolo de B si C in M’ §1 N’. Sise arate ci MB + NA =

MB+ N'Asi MA+ NC=MA + NC.

17, S se demonstreze c& in doud cercuri concentrice coardele
cerc exterior, tangente cercului interior, sint egale.
ﬁf:\intr-un cerc se duc doud diametre perpendiculare A B si CD.
O\dFea/pté variabild ce trece prin C intersecteazi diametrul AB
(sau prelungirea lui) in M si cercul in N. Si se afle locul geome-
tric al intersectiei paralelei la CD, dusi prin M, cu tangenta la

cercy i V. -
rin unul din punctele comune a doud cercuri se duce o
drea paraleld cu linia centrelor. S se arate cd segmentul de

pe aceastd dreaptd, mdérginit de cele doud cercuri, este de doud
ori ma1 mare decit distanta centrelor.
rin punctele comune A si B a doud cercuri (0) si (O')

Jucslloud drepte paralele CAC’, DBD’, C si D fiind pe cercul
(0), iar C’ si D’ pe cercul (0’). Si se arate cd lungimile CAC’
si DBD’ sint egale.

121. Prin unul din punctele comune A a doua cercuri (0), (0’),
se duc doud drepte egal inclinate (dar nu paralele intre ele) pe
00)’, care intersecteazd cercurile in B, B’ si C, C’. S& se arate cd
BB = (CC(C'.

122. Se dau doua cercuri. Prin punctele lor de intersectie se
duc doud secante paralele, care formeazd un paralelogram cu
virfurile pe cele doud cercuri. Se cere locul geometric al mijloa-
celor laturilor acestui paralelogram si al punctului de intersectie
a diagonalelor lui, cind secantele, raminind paralele, trec necon-
tenit grin punctele de intersectie a cercurilor date.

, Se descriu cercuri pe laturile unui patrulater ABCD, ca
diamefre. Si se demonstreze cd coarda comund cercurilor descrise
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pe AB si BC este paraleld cu coarda comund cercurilor descrise

pe. &4 §1 DA.

124, intr-un triunghi ABC ludm pe latura BC, de la B spre C,
lunglmea BA, = BA si de la C spre B lungimea CA, = CA. Si se
arate ci cercul circumscris triunghiului 4.4 1A2 este concentrlc celui
inscris triunghiului ABC. Cum trebuie luate lungimile BA, = B4,
CA, = CA, pentru ca cercul circumscris triunghiului AA,4, si
flecentrlc celui exinscris unghiului A°?

Si se afle locul virfurilor unghiurilor drepte ale caror

lat sint tangente la un cerc.
\136 Si se afle locul virfurilor unghiurilor de marime constanta

ale or laturi sint tangente la un cerc.

@ Se considerd punctele M asa ca tangenta M T dusd la un
cerc Tix O si aibd o lungime datd: Prin M se duce o dreapta MP
inclinatd pe MT cu un unghi dat. Si se arate cd M P ramine tan-
gentd la un cerc.

128. Se dau doud drepte paralele (D), (D’) si un punct fix 4
pe (D). Prin A se duce o dreapta variabild care intersecteazi pe
(D’) in A’. In acest punct se ridicd perpendiculara pe AA’, care
intersecteazd pe (D) in B. Se uneste B cu simetricul A, al Tui A
fatd de A’. Sa se giseascd locul proiectiei M a punctului 4 pe
B4 ind AA’ se roteste in jurul lui A.

Un segment de lunglme constantd se misca rezemindu- -si
extremitdtile pe doud drepte perpendiculare Oz si Oy. Si se afle
locul mijlocului M al segmentului.

130. Pe o dreaptd (D) se dd un punct fix A si altul mobil M.
Fie B un alt punct fix exterior lui (D). Se ia simetrica dreaptei’ M B
fatd de (D) si simetrica aceleiasi ][drepte MB fatd de AB. Se cere
loc nctului P comun acestor doud simetrice.

@Si se demonstraze ci dacid bisectoarele interioare ale unui
patrUfater convex sint concurente, patrulaterul poate fi circum-
scris unui cerc.

132. Printr-un punct si se ducd o secantd, care si determine
intr-un cerc dat o coardd de lungime datd I Discutie.

133. Prin virfurile B, C ale unui triunghi A BC se duce un cerc,
care intersecteazd laturile AB, AC in D si E, asa ca cercul ADE
sa fie egal cu cercul BCDE. Presupunind ci B si C sint fixe,
iar 4 mobil pe cercul ABC care trece prin B si C, se cere: a) locul
punctelor D si E; b) locul centrului cercului ADE; ¢) si se arate
cd DE riamine tangenti la un cerc.

134. Se dau doui cercuri (0) si (C), al doilea trecind prin O;
M este un punct mobil pe (C) iar A, B punctele comune cercuri-
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lor. Dreptele MA, MB intersecteazi cercul (0) in A’ si B% Sa se
arate ci AA’ = BB i sd se gaseasca locul punctului P comun
dreptelor A’'B’ si MO cind M descrie cercul (C). .

135. In dous puncte A, A’ diametral opuse intr-un cerc (0) se
duc tangentele Az, At Pe diametrul paralcl la aceste tangente
se ia un punct B. Dreapta A B intersecteazi cercul a doua oard
in C. Tangenta in C la cerc intersecteazi pe A’ in D. ‘Si se
arate ca:

a) figura ABDO este un paralelogram;

b) patrulaterul OBCD este inscriptibil.

Capitolul V
MASURA UNGHIURILOR

'Sé se demonstreze cd proiectiile unui punct M al unui
cerCy®fe laturile unui dreptunghi inscris in acel cerc, sint astfel
incit una din ele este ortocentrul triunghiului format de celelalte
trei.

Intr-un cerc se duc doui coarde perpendiculare AB si CD.
Fie 77 un punct al cercului, situat pe arcul BD sau AC. S& se
arate cd unghiurile AMD si BMC sint complementare.

Care este legitura dintre aceleasi unghiuri, dacd M se afla pe
arcul. AD sau BC?

138. Se di un cerc (0) si o coardd AD. Si se ducd prin punc-
tul D o coardd DC care si intilneascid diametrul OA in B, iar
cercyl in C, astfel ca triunghiul ABC si fie isoscel (4B = AC).

Se d& un cerc (O) si un triunghi inscris ABC. Se duce
diametrul OA si indltimea AD si se proiecteazd punctele B si C
pe acest diametru, in E si F. Dreptele DE si DF prelungite intil-
nesc pe AC_si AB respectiv in G si H. Si se demonstreze cd punc-
tele D, G, H sint conciclice (se afld pe acelasi cerc).

@ Sa se afle locul virfului unghiului drept ale cérui laturi
trecprin doud puncte date A si B.

Sa se afle locurile geometrice descrise de ortocentrul H

al triunghiului ABC si de punctul I de intilnire al bisectoarelor,

cind latura BC este fixa, iar A descrie un cerc ce trece prin punc-

tele B s1 C.

S& se afle locurile descrise de punctele de intilnire ale
bisertoarelor exterioare, luate doui cite doud, cind triunghiul A BC
variazd in conditiile problemei precedente.
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Sé se afle locul mijlocului M al unei coarde variabile
intr-Un cerc (0) si care trece printr-un punct fix A.

Se di un cerc (0), un punct fix A si un unghi constant
MANinscris. Si se afle locul geometric al intersectiel dreptei AN
cu perpendiculara ridicatd in punctul M pe dreapta AM.

Sa se afle locul simetricului M al unui punct fix 4, de pe

dat (0), fatd de un punct mobil P al acestui cerc.
ﬁSa di un cerc (0) si un diametru AB. Dintr-un punct M
e pe cercul (0), ca centru, se descrie un alt cerc tangent la AB

in punctul T. Sa se arate cd tangentele duse din A si B la cercul
(M) sint paralele.

Si se demonstreze cd o secantd care trece prin punctul
de cOfitact a doud cercuri tangente determiné pe cele doud cercuri
arce gpuse egale in grade.

Prin punctul de contact a doud cercuri tangente (@), (0')
se dWE doud secante care intersecteazd pe (0) in B, C si pe (0’) in
B’ C'. Si se arate cd BC si B'C’ sint paralele.

./Doud cercuri (0) si (O’) fiind tangente interior in A si
(AY+mid o dreaptd oarecare in plan, care intersecteazd cele doud
carcuri raspsctiv in punctele B, C si D, E, dreptele AD%i AE
sint egal inclinate pe bisectoarea unghiului BAC.

. S& se demonstreze cd indltimea AA’ gi dreapta AO, care
unegte virful A al triunghiului ABC cu centrul cercului circum-
scris, sint egal inclinate pe bisectearea unghiului A (sint ceviene
129 e).

ie ABC un triunghi oarecare si AE, AF doud drepte
1zogdmale. Se proiecteazd virful B al triunghiului pe una din izogo-
nale, de exemplu pe AE, in B,; fie apoi D, proiectia picioghlul
al celeilalte izogonale pe AC, iar A, proiectia lui A pe BC. S se
arate_cd punctele A,, B;, D, sint coliniare.
2,/Se d& un patrulater inscriptibil ABCD si se’ noteazd cu E
punctul comun laturilor AD si BC. Perpendicularele in C si D

respactiv pe CB si DA se intersecteazi in /. Si se arate ci dreapta

EL_este perpendiculari pe AB. . .
@Fie ABCD un patrulater inscriptibil, 4’, ¢’ proiectiile
~wefurilor A si C pe diagonala BD; B’, D’ proiectiile virfurilor
B si D pe diagonala AC. Si se demonstreze ci patrulaterul
A@D’ are laturile sale paralele cu laturile lui ABCD.
Prin punctele 4 si B comune cercurilor (0) si (O’) se duc
secantele CAC’, DBD’, care intersecteazd cercul (0) in C, D, iar
cercul (0) in C’, D'. Si se arate c& CD si C'D’ sint paralele.

20



=
(155.)Fie A, B punctele comune a doud cercuri. Prin 4" se
du secantd care intersecteazi cercurile in C, D. Si se demon-
streze cd arcele AC si AD, din cele doua cercuri, asezate de aceeast
parte a secantei, au, in grade suma constantd: S& se deducd de
aici cd unghiul CBD este constant si egal cu suplimentuFunghiu-
lui at de tangentele duse in A la cele doui cercuri.
@Sa se demonstreze cd diametrele AOC si AO'D a doua

(0), (0') care se intersecteazd in A _si B intilnesc -aceste

cer in C si D, care sint coliniare cu B.

~Se considerd trei puncte A, B, C coliniare §i un alt punct
extoYi®r M. Si se demonstreze ci punctul M apartine cercului
care trece prin centrele cercurilor BMC, CMA, AMB.

Trei cercuri (0,), (0,), (0;) se intersecteaza doud cite doud
in tre1 puncte A, B, C situate pe o dreapta. Fie CD coarda comuné
cercurilor (0,) si (O;). Prin D se duc doud drepte; una trece prin
intersectia M a cercurilor (0,), (Os) si intersecteazd cercul (0,) in

A’, iar cealaltd trece prin punctul [V comun cercurilor (0,), (0,)
si intersecteazd cercul (0,) in B’. S& se demonstreze cd coardele

A4 BB, CD sint paralele. L
Se considerd trapezul isoscel avind haza micd DC egala

cu laturile neparalele DA, CB. Fie E intersectia bazei mari AB
cu diametrul cercului circumsecris, corespunzitor virfului D. Si se
arate ca:

a) triunghiul ADE este isoscel;

b) dacd se ia pe baza mare £F = AE, dreapta CF intersec-
tea“ﬁrcul circumseris in punctul diametral opus lui 4.

Se d&d un triunghi dreptunghic ABC si fie Bz si Cy pre-
lunBMile catetelor AB, AC. Fie D punctul de intersectie al tri-
sectoarelor unghlurllor zBC si yCB care sint perpendlculare b,
Tangenta in D la cercul A BC intersecteaza dreptele Az si Ay in E
si K, _S4 se arate cd D este mijlocul segmentului EF.

Se d& un cerc (/) tangent interior unui cerc (0), in punc-
tul' 4. Prin / se duce un diametru perpendicular pe diametrul
comun, care intersetteaza cercul (/) in B, C, iar cercul (0) in D, E
(C si E de aceeasi parte a lui OA). Dreapta AE intersecteazi
cercul (/) in F, iar dreapta AC intersecteazd cercul (0) in P; F/
si PO se intilnesc in G. Sa se arate cd IG = OA si ¢d GD este

papaleld cu OA. L
@ S& se arate cd dacd laturile AB si AD ale unui paralelo-

grafl invariabil trec prin doud puncte fixe P, @, atunci diagonala
AC trece si ea printr-un punct fix.

1) Vezi problema 77.
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~(163/Un cerc (0) este tangent laturilor unghiului zAy. Se
duce o tangentd variabili BC asa ca cercul (0) s raminé exinscris
tnunghlulul ABC. Si se arate ci perimetrul triunghiului ABC
este_constant si cd ¢ BOC = const.

In triunghiul ABC, & A = 90°. Se iau pe BC si AB doui
puncte M, NV asa ca <t BAM = < BCN. Sa se arate ca triunghiul

BMJN este dreptunghic.
w Prin virful 4 al pitratului ABCD se duce o dreapta

fird care intersecteaza laturile BC si CD in E si F, iar dia-
gonala BD inG. Si se arate ca CG este tangentd in C cercului CEF.

Tangenta in B la cercul (0) circumscris triunghiului 4 BC
ersecteazd pe AC in D. Cercul (0,) circumscris lui BCD inter-
secteazd pe AB in E. Si se arate ci:

a) triunghiul BDE este isoscel; /
b) cercul circumscris lui ACE este tangent dreptei DE;

dreapta AO este perpendicularda pe DE.
@ Fie AB si AC respectiv o coardd si un diametru al ace-
luiai—cerc (0), M un punct pe AB, D piciorul perpendicularei

lisate din M pe AC si E una din intersectiile dreptei MD cu
cercul (0). Si se demonstreze cd cercurile DCE si BEM sint

tangente.
( 168:‘ Dacid BB’ si CC’ sint doui iniltimi in triunghiul A BC,
iar H punctul lor comun, s& se arate ci AHA’ es’ . a treia indltime.

169. Fie A’B’C’ triunghiul format de plcwarele indl{imilor
triunghiului A BC (triunghiul ortic) si H punctul lor comurn. Sa se
arate ¢i H, A, B, C sint centrele cercului inscris si al cercurilor
exinscrise triunghiului A4'B’C’.

170.\Fie O centrul cercului circumscris triunghiului 4 BC. Sa
se a cd dreptele AOQ, BO, CO sint respectiv perpendiculare pe
laturile B'C’, C'A’, A'B’ ale triunghiului ortic (teorerha lui
Nagel). '

171. Fie P un punct arbitrar pe latura BC a triunghiului 4 BC,
b si ¢ proiectiile lui pe AC si AB. Fie AA’, BB', CC’ cele trei
iniltimi care se intilnesc in H. Din B’ si C’ se duc perpendicu-
lare pe A P, care intersecteazi pe A4’ in 8 si y. S se demonstreze
cd dreapta b3 este perpendiculari pe AB, iar ¢y pe AC.

172. Pe iniltimea AA’ a unui triunghi oarecare 4 BC se ia un
}R,mctlill care se proiecteazi pe laturile AC si- AB respectiv in

si P.

a) Si se arate cd <X BMC = < PA'N + < A.
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b) Sa se determine pozitia punctului A/ astfel ca & PA'N =
=X A.

c) Daca E si F sint mijloacele segmeniclor MB si MC, sa se
afle -locul geometric al punctului K de intersectie al perpendicu-
larelor duse din E si F respectiv pe AB si AC', cind M se misca
pe inaltimea AA’. L

d) S& se arate cd distanta de la punctul K la latura BC este
jumitatea segmentului MH (H fiind ortocentrul).

173. Se da un cerc fix (0) si un cerc variabil (0) care inter-
secteazd cercul (0) in doud puncte C si D, fixe sau mobile. In

cercul (0’) se ia o coardd A B paraleld cu o directie data. Se duc
coardele ACE ADF, BCE', BDF', punctele E, F, E’, F’ fiind
pe (0). Sa se géseascd locul punctulul comun dreptelor EF E'F’
si al punctului comun dreptelor EE’, FF’.

Se dau doud drepte Az, Ay si un punct O. Un cerc tre-
¢ind prin A si O intersecteazd laturile Az, Ay in C si D. Prin
O se duc doud cercuri, unul tangent in C la Az, altul tangent
in D la Ay. Aceste cercuri se mai intersecteazi in E. Si se arate
ca punctele C, D, E sint coliniare.

<« 175. Intr-un triunghi ABC (AB < AC) se descrie din A ca
centru, cu AB ca razi, un cerc care intersecteaza pe b BC in-D si
pe AC in E. Cercul ADE intersecteazi din nou pe BC in F. Si
se arate ci AF este bisectoarea unghiului A.

176. Intr-un cerc (0) avem un diametru fix AB si un punct P
mobil pe cerc. Coarda PQ fiind dusa perpendicular pe AB, s3 se
arate_cd bisectoarele unghiului OPQ trec prin doud puncte fixe.

In triunghiul A BC latura BC este fixa, iar A este mobil
pe “eetcul (0), ce trece prin B si C. Bisectoarele unghiului 4
intersecteaza cercul in D si E, iar latura BC respectiv in G si F.
Se cere locul intersectiei dreptelor DF si EG.

178. Fie ABCD un patrulater oarecare. Notim cu M si N
picioarele perpendicularelor coborite din D si C pe dreptele para-
lele (A,) si (A,) ce trec respectiv prin punctele A si B. S se ga-
seascd locul geometric al mijlocului P al segmentului MM, cind
dreptele (A,) si (A;) se rotesc in jurul punctelor A4 si B.

179. Un triunghi ABC are punctele fixe B, si C;, picioarele

inaltimilor care pleaci din B si C, iar segmentul BC este de lun-
gime constantd. Si se afle locul geometric al virfurilor A, B
si C.
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180. Fie ABC un triunghi oarecare, O centrul cercului siu

circumseris, P un punct oarecare din plan si M mijlocul lui OP.
Transversalele unghiulare AP, BP, CP intersecteaza a doua oard
cercul (0) respectiv in punctele A,, By, C, iar paralela dusd prin
O la AP intersecteazd cercul AOP in A, Analog gidsim punctele
B, si C,. Si se arate ca:

a) triunghiurile 4,B,C, si A,B,C, sint simetrice fatd de punc-
tul M;

b) perechile de cercuri (BPC, B,0C,); (CPA, C;04,); (APB,
A,0B,) sint concentrice.

181. Se di coarda A B in.cercul (0); fie M un punct oarecare
pe cerc si C extremitatea diametrului perpendicular pe AB,

situatd de aceeasi parte cu M. Pe AM luam AM' = BM. Sa se
arate cd triunghiul CM M’ este isoscel. In ce caz este echilateral?

182. Pe coarda A B a unui cerc se proiecteazi in NV un punct J&
al cercului, iar pe tangenta in M la cerc se proiecteazi in a, b,
punctele A, B. Si se arate ci cercul Nab este tangent la coarda
AB.

183. Fie A si B punctele de intersectie a doud cercuri. Prin
punctul A se duce o secantd variabild care intersecteaza cercurile
in C si D. Sa se arate cd dreapta PQ, care uneste proiectiile punc-
tului B pe tangentele in C si D la cercurile date, rdmine tan-
gentd la cercul descris pe AB ca diametru.

184. Si se demonstreze cd dacd trei cercuri trec fiecare prin
cite un virf al triunghiului ABC si se intersecteaza doud cite doua
pe laturile acestui triunghi, ele trec toate trei prin acelasi punct.

185. Dintr-un punct fix P se duc tangentele PM, PN la un
cerc variabil care trece prin doud puncte date A si B. Sa se arate
cd cercul PMN, M si N fiind punctele dé contact ale tangente-
lor, trece printr-un punct fix, diferit de P.

186. Pe cercul (0) se ia un punct A. O dreaptd fixa ce trece
prin A intersecteazi din nou cercul in §. P fiind un punct fix ir
plan, se cere locul punctului M de intilnire a dreptei PS cu
cercul (0), cind centrul acestuia descrie o dreaptd trecind prin 4

187. Se da un cerc (0), pe el un punct fix 4 si un alt punc
fix P in planul cercului. Fie (A) o dreaptd variabila ce trece prir
P. Perpendiculara dusd din A4 pe (A) intersecteazd cercul (0) :
doua oard in M. Se cere locul simetricului punctului M fata d«
dreapta (A).

188. Din virful D al patratului ABCD, cu DA ca razi, s

escrie in interiorul patratului arcul AC. Tot in interior se de

scrie, pe AD ca diametru, un semicerc. Se ia pe arcul AC u
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punct arbitrar P care se proiecteazd in Q pe AB, iar PD intersec-
teazi semicercul in R. Sa se arate ca PQ = PR.

189. Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc, in afarj,
triunghiuri echilaterale. S se demonstreze ci centrele acestor tri-
unghiuri formeazid un triunghi echilateral.

190. Daca triunghiurile echilaterale din problema precedenta
sint A'BC, B'CA, C'AB, si se arate cd AA’, BB’, |CC’ sint con-
curente.

191. Fie A un punct fix luat pe latura Oz a unghiului 20y.
Se duce un cerc oarecare (C) tangent la Oz si Oy; fie D punctul
de contact cu Oy. Din A se duce la acest cerc a doua tangentd
care il atinge in E. Sa se arate cid oricare ar fi cercul (C) dreapta
DE trece printr-un punct fix.

192. Pe cercul (0) avem un punct fix A si un punct mobil P.
Se cere locul punctului M unde bisectoarea unghiului POA inter-
secteazd cercul POA.

193. Acelasi enunt ca in problema precedentd, dar A nu este
pe cercul (O).

194. Unui cerc (0) i se duce o tangentd A B marginitd de alte
doud tangente paralele. Sa se arate ca unghiul AOB este drept.

195. Prin virfurile B, C ale triunghiului ABC se duc doud
drepte paralele care intersecteazd cercul ABC in D si E. Sa se
giseascd locul punctului M de intilnire a dreptelor BD si AE.

196. S& se gaseascd locul geometric al punctelor de intilnire
ale laturilor neparalele ale trapezelor isoscele inscrise intr-un cerc
dat care au ca diagonald o coardd ddtd a cercului.

197. Trei cercuri egale, care au un punct comun H, se mai
intersecteazd doua cite douid in punctele A, B, C. Si se demon-
streze ca si cercul circumscris tmunghlulul ABC este egal cu
cercurile date ¥

198. Se da un cerc (0), doud coarde concurente BC si B'C’
si P intersectia lor, Q al doilea punct de intersectie al cercurilor
PCC’ si PBB, (01) si (O,) centrele lor. Si se demonstreze ci

unghiul OQP este drept si ca 00, = O,B.

199. Se da o dreaptd OD pe care avem un punct fix O si un
punct A in plan. Se duce prin A o secantd variabild care intil-

1) ,Problema piesei de 5 lei“ gisitd de G. Titeica intii experimental, la
un concurs al Gazetei Matematice pe cind desena cercuri pe o fcaie de hirtie
cu o piesd de 5 lei. ,,J
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neste pe OD in B. Cercul tangent in B dreptei OD si avind cen-
trul O’ pe OA intersecteaza secanta in alt punct C. S& se demon-
streze ci tangenta in C dusd la cercul precedent trece printr-un
punct fix.

200. Se considerd un punct M mobil pe latura Ox a unghiului
fix 0y si un alt punct fix N in acelagi plan. Fie P proiectia
punctului M pe Oy si Q proiectia punctului O pe dreapta MN.
S& se arate cid dreapta PQ trece printr-un punct fix.

201. Fie A% B’, C’ simetricele virfurilor A, B, C ale unui tri-
unghi ABC in raport cu mijloacele laturilor BC, CA, AB. Si se
arate ca cercurile A'BC, B'CA, C'AB trec prin acelasi punct si
sd se demonstreze apoi cd acest punct este ortocentrul triunghiu-
lui ABC.

202. Sa se afle locul proiectiei punctului de intilnire al inélti-
milor unui triunghi ABC, in care latura BC este fixad si A con-
stant, pe mediana ce pleacd din A.

203. Intr-un triunghi A BC se duce bisectoarea AA’. Cercurile
circumscrise triunghiurilor ABA’, ACA’ intersecteaza laturile AC,
AB in M si N. Si se demonstreze cd BN = CM.

204. Se dau patru puncte A, B, C, D nesituate pe un cerc, din
care trei nu sint in linie dreaptd. Un cerc care trece prin trei din
aceste puncte contine in interior pe al patrmlea, sau il lasi in
afard. Din cele patru cercuri care se pot duce prin cite trei din
punctele A, B, C, D, cite lasd pe al patrulea in afard si cite

induntru ?
\203.2 Intr-un patrulater convex circumscris unui cerc dat, cele
doui—cbarde de contact ale laturilor opuse sint perpendiculare.
Sd se arate cd acest patrulater este inscriptibil.

“7205. Intr-un cerc (0) se duc doua diametre AB si CD. Se iau de
la A Spre D si de la C spre B, respectiv arcele egale AM si CN.
Sd se arate cd tangentele in punctele 4, D, M, N se intersec-
tegé in patru puncte situate pe acelasi cerc.
\@ Se considera, patrulaterul inscriptibil ABCD. Fie 4,, D,
roieetiile virfurilor A, D pe dreapta BC si B,, C, proiectiile vir-
‘Eu'ilor B, C pe dreapta AD. Si se arate ci:
a) patrulaterul A,B,C,D, este inscriptibil;
b) centrele cercurilor ABC, BB,A,, C¢\D, si A,B,C, formeaza
un paralelogram.
Fie, acum, A,, C, proiectiile virfurilor A, C pe diagonala
BD si B,, D, proiectiile virfurilor B, D pe diagonala AC. Si
se arate cd cele doud proprietati se pastreaza cu aceeasi enuntare.
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208. Fie un patrulater inscriptibil, E intersectia perpendicu-
larei in A pe AD cu BC si F intersectia perpendicularei in A pe
AB cu CD. Si se arate ca EF trece prin centrul cercului circum-
scris patrulaterului.

209. In patrulaterul inscriptibil ABCD, virful A este fix, vir-
furile B si C descriu respectiv doud drepte trecind prin A, iar
diagonala BD trece printr-un punct fix E. Si se demonstreze c&
dacd unghiul ABC este constant, dreapta CL0 trece printr-un

punct,_fix.
@:?3 ABCD fiind un patrulater inscriptibil, se duce un cerc
care trece prin A si B, un al doilea prin B si C, un al treilea prin
C si D siun al patrulea prin D si A. Aceste patru cercuri se
intersecteazd succesiv in patru puncte L, M, N, P, afard de
A, B, C, D. Si se demonstreze cd& patrulaterul LMNP este in-
scriptibil.

211. Cercurile (BC) si (CB) care trec prin virfurile B si C ale
triunghiului A BC sint tangente respectiv la laturile AC si AB
(cercurz adjuncie ). Ele intilnesc din nou laturile 4B, AC in M,
si M, Sa se arate ci:

) tangentele in M, si M, la cercurile (BC) si (CB) se inter-
secteazd intr-un punct M al cercului AM\M,;

b) tangentele in B si C la cercurile (BC) si (CB) se intersec-
teazd in Q pe cercul circumscris lui ABC.

212. Se di un triunghi echilateral ABC. Si se giseascd locul

punctelor M pentru care MA = MB + MC.

213. Se da patrulaterul ABCD si prin D se duce o transversald
ce intersecteaza pe AB in P si pe BC in Q. Se cere locul geome-
tric al lui M, al doilea punct de intersectie al cercurilor APD
si DCQ.

214. Se d& un cerc (0) si o dreaptd (D) si se considerd toate
cercurile tangente la cercul (O) si la dreapta (D). Si se arate cé&
dreapta care uneste punctele de contact cu (0) si cu (D) trece prin-
tr-un punct fix.

215. Sa se ducd un cerc egal depirtat V) de trei puncte date.

216. S& se ducd un cerc egal departat de patru puncte date.

217. Se dau doua puncte fixe A si B si Pe dreapta A B un punct
variabil €. Un cerc de centru O trece prin A si C, iar altul cu
centrul O, trece prin B si C. Cercurile (0) si (0,) se intersecteazi
a doua oara in punctul M. Stiind ci centrele O si 0, descriu res-
pectiv doud drepte fixe (A) si (4,), se cere:

a) locul punctului M;

1) Daci A este un punct, (0) un cerc §i AO intersecteazi cercul in B, AB
este distanfa de la A la cere.
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b) sa se arate ca secanta comuna cercurilor (0) si (O,) trece
printr-un punct fix.

218. Se da un unghi zAy si dintr-un punct O luat pe Az, cu
OA4 ca razd, se descrie un cerc care intersecteazd pe Ay in B, iar
tangenta in B la acest cerc intersecteazd pe Az in C. Se cere locul
centrului cercului circumscris triunghiului ABC, cind O variaza

e Az.
P 219. Si se demonstreze ci intr-un patrulater complet A BCDEF,
cercurile circumscrise celor patru triunghiuri formate de laturile
patrulaterului (cercurile lui Miquel) se intilnesc intr-un punct
(punctul ui Miquel).

220. S& se demonstreze cd punctul lui Miquel si centrele cercu-
rilor lui Mique!l sint cinci puncte conciclice.

221. S& se demonstreze c¢i punctul lui Miquel A/, din proble-
mele precedente, se giseste pe diagonala EF, dacd patrulaterul
ABCD este inscriptibil.

222. Se da o dreaptd (D) si un punct A nesituat pe dreapti.
Prin A si printr-un punct A al dreptei (D) se duce un cerc tan-
gent in M la (D). Se mai duce un alt cerc tangent in 4 la AM
si avind centrul sdu C pe (D). Se cere locul punctului al doilea
de intersectie al celor doud cercuri, cind 3 descrie dreapta (D).

223. Prin virfurile 4 si C ale unui triunghi ABC se duc tan-
gentele AS si CS la cercul circumscris. Din §, intersectia acestor
tangente, se duc doud secante paralele respectiv cu laturile 4B
si BC, care 1ntersecteaza cercul si laturile B. §1 AB respectiv
in M, N, Psi M', N, P'. Si se demonstreze c& P si P’ sint
mqloacele coardelor MN si M'N' si sa se giiseascd locul punctelor

P si P’ cind virfurile 4 si C sint fixe, iar B descrie cercul cir-
cu is.

(224.\Fie ABC un triunghi inscris in cercul (0) si A’, A" punc-
tele-unde bisectoarele unghiului A intilnesc cercul (0). Se noteaza
cu P’ si Q' proiectiile lui A’ pe AB si AC si cu P” si Q" pro-
iectiile lui A” pe AB si AC. Prin P’ si Q' se duc paralele la AA",
care intilnesc pe BC in B, si C,, iar prin P” i Q" se duc para-
lele la AA", care 1n1;11nesc pe BC in B, si C,. Sa se arate ci
BC = B,C, = B,C..

225. Se considerd cele patru triunghiuri formate de patru drepte
dintr-un plan. S& se arate cd fiecare triunghi are unghiurile
egale cu unghiurile triunghiului format de centrele cercurilor
circumscrise celorlalte treil.

226. Se considerd un patrulater complet ABCDEF. Fie K, L,
M, N, P, Q mijloacele laturilor AB, BC, CD, DA si ale diagona-
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lelor AC, BD al ciror punct de intilnire este . S& se demonstreze
cd cercurile circumscrise triunghiurilor EX MW, FLN si GPQ au
un punct comun (E este punctul comun laturilor "AB, CD iar F
al laturilor AD, BC).

227. Se considerd patru drepte si cele patru cercuri circum-
scrise triunghiurilor formate de aceste patru drepte. Prin fiecare
punct de intilnire al acestor drepte se duc diametrele cercurilor care
trec prin acel punct. Si se arate ca cele doisprezece diametre astfel
obtinute se intilnesc trei cite trei in opt puncte situate pe un cerc
care trece §i prin punctul comun celor patru cercuri considerate.

228. Se considera patrulaterul ABCD ortodiagonal (avind dia-
gonalele perpendiculare) si inscriptibil. Fie K, L, M, N proiec-
tiile punctului P in care se intilnesc dlagonalele pe laturile AB,
BC, CD si DA; K', L', M’, N’ mijloacele acestor laturi, iar O
centrul cercului ABCD.

Sd se demonstreze ca:

a) dreptele PK, PL, PM, PN sint bisectoarele unghiurilor
patrulaterului KCMN;

b) patrulaterul KLMN este inscriptibil si circumscris unui cerc
cu centrul P;

c) dreptele KM', MK', LN', NL’' trec prin punctul P;

d) cercul KLMN trece si prin’ punctele XK', L', M’, N’ (cercul
celor opt puncte ale patrulaterului ortodiagonal inscriptibil);

e) centrul o al cercului celor opt puncte se afli la mijlocul
segmentului OP.

. 229. Si se demonstreze ci tre1 antiparalele cu laturile wunui
triunghi, egale, inscrise in unghiurile acestui triunghi, determina
pe laturi sase puncte conciclice (cercul lui Tucker).

230. Sa se demonstreze cd daci se circumscriu cercuri triun-
ghiurilor formate de fiecare laturd a unui pentagon si prelungirile
laturilor adiacente, cele cinci puncte de intilnire ale cercurilor
alaturate sint conciclice (pentagrama lur Miquel).

Capitolul VI

PROPRIETATI ALE TRIUNGHIULUI IN LEGATURA
CU CEECUL CIRCUMSCRIS

231. Fie A,, B,, C, intersectiile inaltimilor A4’, BB’, CC’
gie triunghiului ABC cu cercul circumscris (0). Sa se arate cd A4,
B,, C, sint simetricele ortocentrului H in raport cu laturile BC,
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CA, AB. 5S4 se deducd apoi ca dreptele 04, OB, OC sint perpen-
diculare pe laturile B’C’, C'A’, A’B’ ale triunghiului ortic.

¢ (23254 se demonstreze ca intr-un triunghi ABC, punctul H
de intilnire al inaltimilor, mijlocul M al laturii BC si punctul A4,
diametral opus lui A, in cercul circumscris, sint coliniare.

s .233. O fiind centrul cercului circumscris triunghiului A BC si
pastrind aceleasi notatii ca in problema precedenti, sd se arate
cd distanta OM este jumitatea distantei AH.

*  234. Cu ajutorul proprietitii precedente sa se arate cd media-
nele unui triunghi sint concurente (dreapta OH se numeste dreapta
lut Euler ).

(235. Fie ABC un triunghi, A’, B’, C’ picioarele iniltimilor,

care-se’intilnesc in H; A”, B”, C” mijloacele laturilor; 4,, By, C;
mijloacele segmentelor AH, BH, CH. Si se demonstreze cid cele
noud puncte precedente sint conciclice (cercul lut Euler sau cercul
cel ud puncte). ’
+ {236.Si4 se demonstreze ci cercul lui Euler al triunghiului 4 BC
trece”prin simetricele centrului cercului circumgcris (0), fata de
laturile triunghiului 4’B’C’, format de mijloacele laturilor lui
ABC (iriunghi median sau complementar).

237. Fie A, punctul unde simediana A K a unui triunghi oare-
care ABC intilneste cercul circumscris triunghiului si A, 4,
picioarele bisectoarelor interioard si exterioara ale unghiului A.
Sa se demonstreze cd dreptele 4,4, si A;A45 sir' dreptunghiulare.
(Simediana este simetrica medianei fatd de bisectoare, adica izo-
gonala medianet). .

238. Fie B’ si ' mijloacele laturilor AC s1 AB ale unui tri-
unghi ABC. Prin aceste puncte se duc doua drepte B’'P, C’'Q para-
lele intre ele. Fie M punctul de intersectie a cercului ce trece
prin A si B’, tangent la B’P, cu cercul care trece prin A si C’,
tangent la C'Q. Sa se arate cd punctul M se giseste pe cercul
A'B'C’, A’ fiind mijlocul lui BC. ,

239. Sa se demonstreze reciproca teoremei precedente, adica:
M fiind un punct al cercului A’B’C’, tangentele in B’ si ¢’ la
cercurile A MB’' si AMC’ sint paralele.

240. Inaltimea AA’ a triunghiului ABC intilneste din nou
cercul circumscris in D. Si se arate ci dacd O este centrul cercului
circumscris triunghiului, simetricele dreptelor OB, OC, OD res-
pectiv in raport cu AB, AC, BC sint trei drepte paralele.

241. Fie « mijlocul segmentului ce uneste virful A al triunghiu-
lui ABC cu ortocentrul sdu; A’, B’, ' mijloacele laturilor triun-
ghiului. Fie de asemenea D si E centrele cercurilor AaB’ i AaC'.
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Si se arate ci DEC'B’ este paralelogram si ci B'D este paralel
cu aA’ si egal cu jumditatea luil.

242. Fie A’, B’, C’ mijloacele laturilor triunghiului ABC. Se
proiecteazd virfurile B, C in B,, C; pe o dreaptd (D) care trece
prin A. Si se demonstreze cd locul punctului de intilnire al drep-
telor B,C’ si C,B’, cind dreapta (D) se roteste in jurul lui 4, este
cercul celor noud puncte al lui ABC.

(243; S& se demonstreze cd H fiind ortocentrul triunghiului

ABC, cercul BHC intilneste pe AB in punctul M simetric cu A
fatd de indltimea virfului C.

244\Fie H ortocentrul triunghiului ABC, iar0,, O, O, cen-
trel€ Tercurilor lui Carnot BHC, CHA, AHB. Si se arate cd triyn-
ghiurile ABC, 0,0,0, sint egale, au acelasi cerc al celor noua
puncte si aceeasi dreaptd a lui Euler.

S& se demonstreze cd cercul circumscris triunghiului anti-
complementiar (triunghi format ducind prin fiecare virf al triun-
ghiului o paralela la latura opusid) al triunghiului A BC este tan-
gent la cercurile BHC, CHA, AHB din problema precedenta.

. 246.°Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC si
A,B;€7 triunghiul siu complementar. S& se demonstreze ci cen-
trele cercurilor lui Euler ale triunghiurilor BIC, CIA, AIB sint
situate pe bisectoarele triunghiului complementar A4,B,C,.

247. Fie A’ B’, C' punctele in care inéltimile triunghiului 4 BC
intilnesc a doua oard cercul circumscris, A;, B;, C, punctele dia-
metral opuse punctelor A’, B’, C’, iar A,, By, C, respectiv inter-
sectiile perechilor de drepte (BB,, CCy), (CC,, AA,), (AA,, BB,).
S3 se arate ci O este centrul cercului lui Euler al triunghiului
AoBoCy. _

{ 248.-Fie A’ mijlocul distantei AH dintre virful A al triunghiu-
lur=BC si punctul H de intilnire al indltimilor, A” mijlocul
lui BC 5i O centrul cercului circumscris. S& se demonstreze ci
A’A" trece prin mijlocul segmentului HO, adici este un diametru
al cercului celor noud puncte. _

249. In triunghiul ABC, A = 90° AC > AB. Un cerc de
centru A si de razd AC intersecteazd pe BC in C’. Si se arate ca
in triunghiul ABC’ centrul cercului celor noud puncte se
afla pe BC'.

250. In virfurile B, C ale unui triunghi dat A BC se ridici per-
pendiculare pe BC, care intersecteazi cercul circumscris in D
si E. Fie P un punct mobil pe cercul ABC, H si H' ortocentrele
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triunghiurilor ABC si PDE. Se cere locul mijlocului segmentu-
lui HH'.

251. Si se demonstreze cd simetricele indltimilor unui triunghi
ABC, in raport cu trei drepte trecind prin virfurile respective si
avind aceeasi directie, se intilnesc intr-un punct al cercului cir-
cumscris triunghiului 4 BC.

252. Si se demonstreze reciproca teoremei precedente, adicd:
D fiind un punct al cercului circumscris triunghiului ABC si A’,
B’, (' picioarele- indltimilor, si se arate cd bisectoarele unghiu-
rilor DAA’, DBB' si DCC’ sint paralele.

253. Fie ABC un triunghi inscris intr-un cerc (0), A’B’C’ triun-
ghiul format ducind prin 4, B, C tangente la cercul (0). Prin B’
si ¢’ se duc paralele la BC; prima intersecteazi pe AB in v, a
doua pe AC in B. S& se arate ci punctele B si v se gdsesc pe dia-
metrul cercului (0), perpendicular pe BC.

254. Fie (BC), (CB) cercurile ce trec prin virfurile B i C ale
triunghiuiui ABC si sint tangente respectiv la laturile AC, AB,
iar (CA), (AC) si (AB), (BA) cercurile analoge (cercurile ad-
juncte). Sa se arate ca cercurile (4 B), (BC), (CA) trec prin acelasi
punct Q (primul punct sau punctul retrograd al lui Brocard), iar
cercurile (BA), (CB), (AC) au de asemenea un punct comun Q'
(al doilea punct sau punctul direct al lur Brocard ).

265. Si se demonstreze cd cercurile adjuncte (BA), (CA) si

cercul BOC au un punct comun, O fiind cent 4l cercului ciroum-
scris lui ABC.

256. O dreaptd intersecteazd laturile unui triunghi ABC in
punctele A’, B’, C'. Paralelele duse din virfurile triunghiului la
secantd intilnesc cercul circumscris in A”, B”, C'”. Si se demon-
streze cd dreptele A’A”, B'B”, C'C"” se intilnesc intr-un punct M
al cercului circumscris.

257. Dintr-un punct M al cercului circumscris unui triunghi
ABC se coboard perpendicularele MD, ME, MF pe BC, CA, AB.
Sd se arate cd punctele D, E, F sint coliniare (dreapta lui Simson
a punctului M in raport cu triunghiul ABC ).

2568. Fie M un punct pe cercul circumscris triunghiului 4 BC.
S& se demonstreze cd proiectiile D, I, F ale punctului M, ficute
in acelasi sens si sub acelasi unghi ¢, pe laturile triunhghiului 4 BC,
se gésesc pe o dreapta. (Dreapta lui Simson generalizatd, de unghi o,
a punctului M in raport cu A BC). '

2569. Perpendiculara coboriti din M, situat pe cercul circum-

scris triunghiului ABC, pe latura BC, intilneste din nou cercul
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in M’. Sd se demonstreze ci dreapta lui Simson DEF a punctului M
in raport cu ABC este paraleld cu AM'.

260. Intr-un cerc (0) se dau doud coarde AB si CD. Se proiec-
teazi un punct M al cercului pe dreptele AB, AD, CB, CD
requctw in punctele A’, B’, C’, D'. S& se demonstreze ci drep—
tele A'B" si C'D’ se intilnesc pé dreapta B/), iar A'C’ si B'D’
pe dreapta AC.

261. Prin virfurile triunghiului ABC se duc trei drepte para-
lele AA’, BB’, CC’. Sa se demonstreze cd simetricele acestor
drepte, respectlv fatd de bisectoarele unghiurilor 4, B. C (izo0g0-
nalele celor trei ceviene paralele) se intilnesc intr- “un punct al
cercului circumscris lui ABC (izogonalul punctului de la infinit
al directiei cevienelor paralele).

262. Si se demonstreze reciproca precedentei, adicd sid se
arate cd M fiind un punct al cercului circumscris triunghiului
ABC, izogonalele cevienelor AM, BM, CM sint trei drepte
paralele.

263. Dreapta lui Simson DEF a unuj punct M in raport cu
triunghiul ABC trece prin mijlocul NV al segmentului ce uneste
pe M cu ortocentrul H al triunghiului. S& se demonstreze cé
laturile §i indltimile corespunzatoare determind pe aceastd dreapta
trei segmente cu mijlocul in V.

264. Sa se arate cd dacd proiectiile D, £, I ale unui punct M
pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi ABC sint coliniare,
atunci M se afld pe cercul circumscris triunghiului.

265. Sd se demonstreze cd dreptele lui Simson in raport cu
triunghiul ABC, a doud puncte M si NV, fac intre ele un unghi
egal cu acela a cdrui masurd pe cercul circumscris lui ABC este
jumitatea arcului MN.

266. Dreptele lui Simson ale extremitédtilor unui diametru al
cercului circumscris triunghiului ABC se intilnesc intr-un punct
al cercului lui Euler. Si se demonstreze ci dreapta lui Simson
a acestul punct in raport cu triunghiul median A'B’C’ al lui ABC
este paralzli cu diametrul considerat.

287. S» considerd doud triunghiuri inscrise in acelasi cerc (O)
$1 un punct P mobil pe cercul (0). S& se demonstreze ci dreptele
lui Simson ale punctului P in raport cu cele doud triunghiuri fac
intre ele un unghi constant,

268. Pz un cerc (0) se iau patru puncte A, B, C, M S& se
demonstrezz ¢ cercurile descrise pe coardele AM, BM, CM ca
diametre se intilnesc doud cite doud in trei puncte colmlare (teo-
rema lui Salmon).
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269. Pe coardele MA, MB, MC ale cercului (O) se descriu seg-
mente de cerc capabile de acelasi unghi ¢. Cele sase cercuri astfel
formate se intilnesc doud cite doud in sase puncte care se gésesc
trei cite trei pe doua drepte.

270. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si
H ortocentrul lui, MN o coardd a cercului circumscris, perpendi-
culard pe BC in D; M’, N’ mijloacele lui HM si HN; M, si N,
intersectiile lui DM’ si DN’ cu AC. Se cere sé se arate cd MM, si
NN, sint paralele.

271. Trei drepte paralele cu o directie datd si trecind prin vir-
furile A, B, C ale triunghiului ABC intersecteazd cercul circum-
seris in A’, B’, C’. S4 se arate cd perpendicularele duse din A’,
B’ 51 C" pe BC, CA si AB sint concurente si ci proiectiile 4,, B,
C, ale punctelor A’, B’, (' pe aceleasi laturi sint coliniare.

272. Trei drepte paralele, duse prin virfurile unui triunghi A BC,
intilnesc cercul circumscris in A”, B”, C'”. Si se demonstreze cd
dreptele ce unesc un punct M al cercului circumscris cu punctele
A", B”, C" intilnesc laturile BC, CA, AB in punctele A’, B’, C’,
care se gdsesc pe o dreaptd paraleld cu directia paralelelor duse
(teorema lui Aubert).

273. Si se giseascd dreptele lui Simson in raport cu triunghiul
ABC ale urmitoarelor puncte:

a) virfurile triunghiului;

b) punctele diametral opuse virfurilor;

c) punctele de intersectie ale indltimilor cu cercui circumscris ;

d) picioarzle bisectoarelor interioare pe cercul ABC;

e) picioarele bisectoarelor exterioare pe cercul ABC.

274. Se considerd un triunghi ABC inscris intr-un cerc de
centru 0. Fie M un punct pe cercul (0) si DEF dreapta lui Simson
a punctului M in raport cu ABC. Si se arate cd unghiurile de
bazi ale triunghiurilor isoscele OAM, OBM, OCM sint egale cu
unghiurile pe care dreapta DEF le face cu laturile triunghiului

C.

275. Si se demonstreze ci dreapta lui Simson zy a unui
punct M de pe cercul circumscris triunghiului in raport cu un
triunghi este dreapta lui Simson a punctului M in raport cu o
infinitate de triunghiuri inscrise in acelasi cerc.

276. S3 se gdseasci pe cercul circumscris unui triunghi A BC
un punct / asa ca dreapta lui Simson a lui / in raport cu triun-
ghiul ABC si aibd o directie datid (D).

277. Pe cercul (0) circumsecris triunghiului A BC, se iau doud
puncte B’, C’ si‘'se cautd punctul A’ a cdrui dreaptd Simson in
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raport cu ABC este perpendiculard pe 5'C’. S& se arate cid tri-
unghiurile ABC si A’B’C’' (numite triunghiuri S) se bucurd de
urmaétoarele proprietéti:

a) avem, in mdirime §1 semn, relatia

arc AA’ + arc BB’ + arc CC' = 0;

b) dreapta lui Simson a fiecérui virf al triunghiului A’5’C’ in
raport cu ABC, este perpendiculard pe latura cpusd;

c) dreptele lui Simson ale virfurilor lui A’5°C" in raport cu
ABC si ale virfurilor lui ABC in raport cu A'B’C’ trec prin ace-
lasi punct care se afld la mijlocul distantei VN’ dintre ortocentrele
celor doud triunghiuri.

278. Fie (ABC afy) si (ABC, a'B’y') doud perechi de triun-
ghiuri § inscrise in acelasi cerc. S& se demonstreze c¢d triunghiurile
afy si o'’y sint trlunghlur] S unul fatd de celdlalt.

279. Si se demonstreze ci dreapta lui Simson a unui punct M,
in raport cu triunghiurile «fy inscrise in acelasi cerc cu triunghiul
ABC, fata de care sint triunghiuri S, pistreazd o directie fixa.

280. Fie M si N punctele in care dreapta (D) intilneste cercul
(O) circumscris triunghiului ABC. Se proiecteazd virfurile triun-
ghiului ABC in A’, B’, C" pe (D). S& se demonstreze cd perpendicu-

larele coborite dm A’, B’, C' respectiv pe laturile BC, CA, AB
trec prin acelasi punct ) [orlopolul dreptei (D) in raport cu triun-
ghiul AB(C], care se giseste la intilnirea dreptelor lui Simson ale
punctelor M si N,

281. Fie M si N punctele in care o dreaptd (D) intersecteazd
cercul circumscris triunghiului ABC, iar A', B’, (' proiectiile de
unghi ¢ ale virfurilor lui ABC pe (D). Si se demonstreze ci proiec-
tantele de unghi =—¢ ale punctelor A’, B’, ' facute in acelasi

sens, respectiv pe laturile BC, CA, AB, trec prin acelasi punct /
(izopolul de unghi ¢ al dreptei (D) fatd de ABC] care apartice
dreptelor lui Simson de unghi =— ¢ ale punctelor #7 §i N in raport
cu ABC.

282. Se considerd intr-un plan un cerc (0), un punct H si o
dreaptd (D), fixe. Se cere locul ortopolului dreptei (D) fatd de
triunghiul A BC, variabil, care este inscris in cercul (0) si are punc-
tul H drept ortocentru.

283. S& se determine locul ortopolului unei drepte fixe (D) fata
de triunghiul ABC, cind latura BC este fixd, iar unghiul A
constant.

284. O dreaptd (D) intersecteazi cercul circumscris triunghiu-
lui ABC in M si N. Se proiecteazd punctele B, C pe (D) in B’,
C’iar M, N pe BC in M’, N'. Ortopolul dreptei (D) fata de triun-
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ghiul ABC se gdseste pe cercul circumscris patrulaterului
B'C'M’'N’. Si se enunte si si se demonstreze o proprietate analoga
pentru izopol.

285. Se considerd doud triunghiuri 4,B,C,, A,B,C, inscrise
in acelasi cerc (0). Si se demonstreze cd dacd dreptele lui Simson
de unghi ¢ ale virfurilor primului triunghi fatd de celalalt trec
printr-un punct, atunci dreptele Tui Simson de unghi =—o ale
celui de-al doilea triunghi fatd de primul trec prin acelasi punct.

286. Fie ABCDEF un patrulater complet. S& se arate cid urto-
centrele triunghiurilor formate de cite trei din laturile patrulate-
rului se gésesc pe o dreaptd (dreapta lui Aubert).

287. [ fiind centrul cercului inseris in triungbiul A BC, A’ mij-
locul arcului BC din cercul circumscris triunghiului, si se arate
ci A'B=A'C= A'l.

288. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Si se demonstreze
cid centrele cercurilor inscrise in triunghiurile ABC, BCD, CDA,
DB4 sint virfurile unui dreptunghi.

289. Si se demonstreze cd intr-un patrulater inscriptibil per-
pendicularele coborite din mijlocul fiecdrei laturi (sau a unei dia-
gonale) pe latura opusd (sau pe cealalti diagonald) trec prin ace-
lasi punct (anticentrul patrulateruluv inscriptibil).

290. Si se demonstreze ci anticentrul unui patrulater inscrip-
tibil apartine:

a) dreptelor lui Simson ale virfurilor in raport cu triunghiurile
formate prin unirea virfurilor rimase ale patru' terului;

b) cercurilor celor noud puncte ale celor patru triunghiuri for-
mate de cite trei virfuri ale patrulaterului.

291. Se considerd un triunghi ABC si se duce prin ortocen-

trul sdu H o dreaptd care intilneste laturile AB si .1C in punctele
M s1 N. Fie O punctul de intilnire al perpendicularelor ridicate
in M si N respectiv pe laturile AB si AC, iar P punctul de intil-
nire al dreptei AO cu cercul circumseris triunghiului ABC. Si se
arate cd O este centrul cerculul inscris in triunghiul MNP si ca,
dacd MN se roteste in jurul lui H, dreptele PM si PN trec prin
cite un punct fix.

292. S3 se demonstreze cd paralelele duse din centrul I al
cercului inscris unui triunghi ABC la dreptele M4,, MB,, MC,
care unesc¢ un punct M al cercului circumscris cu punctele 4,, B,
C,, unde bisectoarele interioare sau exterioar~ intersecteazi cercul
circumscris, intilnesc laturile triunghiului in trei puncle coliniare,

293. S& se demonstreze cd cele doud drepte, determinate in
problema precedentd, de bisectoarele interioare si exterioare cores-
punzitoare aceluiasi punct de pe cercul circumseris, sint paralele.
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294, Virfurile unui triunghi dreptunchic ABC impart cercul
circumscris in trei arce. Se duc tangente la fiecare din aceste arce
astfel ca lungimile acestora, cuprinse intre prelungirile laturilor s&
aibii mijloacele in punctele de contact. Si se arate cd punctele de
contact sint virfurile unui triunghi echilateral (teorema lui Pollock).

295. O dreapti oarecare, care trece prin ortocentrul H al tri-

unghiului A BC, intersecteazd laturile BC, CA, AB respectiv in 4,,
B,. C.. Si se demonstreze ci dacd H,, H,, H, sint simetricele lui H
in raport cu aceleasi laturi, dreptele H,4,, H,B3,, H.C. sint con-
curente intr-un punct M al cercului circumscris A4BC.
- 296. Si se demonstreze ci simetricele unui diametru (d) .a]
cercului (O) circumsecris triunghiului ABC, in raport cu laturile
triunghiului complementar A,B,C,, sint concurente in w, ortopo-
lul dreptei (d).

297. Fie a, b, ¢ proiectiile virfurilor triunghiului ABC peo
dreaptd(A), iar «, B,y simetricele punctelor a, b, ¢, in raport cu latu-
rile triunghiului complementar al lui ABC. S& se demonstreze ca
centrul cercului circumscris triunghiului «By apartine cercului celor
noud puncte.

298. Sa se demonstreze ca ortopolul ¢ al unei drepte (A) in
raport cu triunghiul ABC apartine unuia din cercurile tritangente
triunghiului format de simetricele lui (A) in raport cu laturile tri-
unghiului complementar.

Capitolul VII

TRANSLATIE. SIMETRIE. ROTATIE

299. Si se demonstreze cd dacid prin fiecare punct M al unui
cerc (O) se duce cite un segment M N de lungime constanti, intr-o
directie determinatd si totdeauna in acelasi sens, locul lui IV este
un alt cerc (O').

300. Aceeasi problema ca mai sus in care se inlocuieste cercul
(O) cu o curba oarecare (C). Si se arate ci locul geometric este a
curbd (C’), de aceeasi forma cu (C).

301. Si se demonstreze cd dacd prin virfurile A, B, C ale unui
triunghi se duc segmente paralele AA” = BB’ = (CC’ in acelasi sens
s1 dacd H si H’ sint punctele de intilnire ale indl{imilor triun-
ghiurilor ABC, A'B'C’, atunci HH’ este egal si paralel cu AA".

302. Doui segmente egale AB, A'B’ sint paralele, insi sensul
de la A la B este contrar sensului de la A’ la B’. Si se giiseasca
centrul de rotatie care-aduce pe A in A’ si pe B in B’
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303. Doui segmente egale AB, A'B’ sint astfel situate cd A4’
si BB’ sint paralele. Si se giiseascd centrul de rotatie care aduce
pe A in A’ si pe B in B’ .

304. Doud segmente egale AB, -A’B’ sint agezate oricum in
plan. Si se giseascd centrul de rotatie care aduce pe A in A’ si
pe B in B’, Si se arate cd dacd patrulaterul ABB’A’ este convex,
centrul de rotatie nu se poate gidsi in-interiorul patrulaterului.

305. Si se demonstreze cid daci douéﬂardeigale A_B, CDile
unui cerc se intersecteazd in M, atunci AM = CM si BM = DM,
segmentele AM si CM fiind cele mai mici pe fiecare coarda.

306. Si se demonstreze cd doud figuri simetrice in raport cu
un punct se pot suprapune printr-o rotatie.

307. Si se demonstreze cd doud figuri simetrice ale unei figuri
date in raport cu doui centre de simetrie se pot suprapune prin-
tr-o translatie.

308. Si se demonstreze cd doud simetrii succesive in raport
cu doud drepte paralele se pot inlocui printr-o translatie.

309. Si se demonstreze ci doud simetrii succesive in raport
cu doud drepte concurente se pot inlocui printr-o rotatie.

310. In general trecerea de la o figurd (F) la o figurd (F’) prin
doud simetrii succesive nu este o operatie comutativd. Sd se
afle pentru ce unghi al axelor de simetrie operatia devine comu-
tativa.

311. Doud triunghiuri egale, dar orientate in sens .ontrar, pot
fi aduse s# coincidd printr-o translatie, urmata de o simetrie? In
cite moduri?

312. In ce caz simetricele unui punct M, in raport cu laturile
triunghiului ABG, sint trei puncte coliniare?

313. Fie ABC un triunghi echilateral. Se roteste o figurd suc-
cesiv imprejurul lui 4, B, C, in acelasi sens, cu 60°. Si se giseasca
centrul rotatiei care aduce figura initiald si coincidd cu cea finala.

314. Se di un punct fix A si o dreaptd zy. Se uneste A cu un
punct B al dreptei xy si se construieste triunghiul echilateral
ABC. S3 sz afle locul lui C cind B se miscd pe zy.

S4 se studieze gi cazul cind dreapta zy se inlocuieste cu un cere.

315. Se roteste un patrat ABCD in jurul punctului A si fie
AB’C'D" noua pozitie, iar « unghiul de rotatie. Se cere:

a) locul geometric al intersectiei dreptelor BB’, DD’ cind «
variazd ;

b) sd se arate cd dreptele BB’, CC’ si DD’ sint concurente.
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316. Triunghiul ABC, de mirime constantd, se miged in planul
sdu, dreptele AB, AC trecind respectiv prin punctele fixe P si Q.
S& se demonstreze cd latura BC rdmine tangentd la un cerc.

317. Se dau trei drepte Oz, Oy si (D). Si se giseascd pe Oz
un punct A si pe Oy un punct B astfel ca dreapta (D) sd fie media-
toarea segmentului AB.

318. Si se construiascd un triunghi isoscel cunoscind virful 4
si stiind cd virfurile B, C se afld respectiv pe dreptele (D,) 51 (D),
iar baza BC este paraleld cu directia datd (A).

319. Intr-un cerc se duc doud coarde A B si CD. Si se giseasci
pe cerc un punct M astfel ea, MA si MB intersectind pe CD,
in F s1 G, segmentul FG si aibd o lungime data.

320. Se dd un punct fix P, doud drepte paralele (D;) si (Dy)
s1 o dreaptd oarecare (D). Sd se ducd prin P o dreaptd care sa
intersecteze pe (D,), (D,) si (D) in A, B si C, astfel ca AB = PC.

321. Sa se construiascd un triunghi echilateral ABC care are
virful A dat, iar virfurile B si C si fie asezate:

a) pe doud drepte paralele date (D), (D');

b) pe o dreapta (D) si un cerc (w) date.

322. Si se construiascd un triunghi echilateral care si aiba
virfurile sale pe trei drept paralele date sau pe trei cercuri con-
centrice.

323. Intr-un cerc dat si se inscrie un triunghi ABC cunoscind
mijloacele «, B, y ale arcelor BC, CA, AB.

324 Se dau doud cercuri si doud puncte A si B pe unul din
cercuri. S& se gidseascd pe cercul ce trece prin A si Bun punct P
astfel ca, M si IV fiind intersectiile lui PA si PB cu celdlalt cerc,
MN sd aibd o lungime datd.

325. Pe o dreaptd data (D), sd se géseascd un punct P astfel

ca distanta PA la o altd dreaptd dati (D) sd fie egald cu distanta
lui P la un punct fix O al dreptei (D).

326. Aceeasi problemd, inlocuindu-se dreapta (D’) printr-un
cerc de centru C si razi AR.

327. Se da o dreaptd PQ si doud puncte A si B de aceeasi

parte a acestei drepte. Sd se gédseascd pe PQ un punct I astfel ca
X BIQ =2 AIP.

328. Intr-un triunghi ABC, AC este impértitd in segmentele
AD si DC. Si se giseascd pe AB un punct P asa ca segmentele
AD si DC si fie vizute din P sub unghiuri egale.

329. Fie ABCD un trapez dreptunghic, in care AB este latura
perpendiculard pe baze. Paralela dusd la bazd prin intersectia I a

39



diagonalelor trapezului intilneste latura 4B in E. Si se demon-
streze cd dreapta E/ este bisectoarea unghiului CED.

330. Se dau doud cercuri (C) si (C’) si o dreaptd (A). S& se
ducd o secantd comund, paraleli cu (A), care sd determine in cele
doua cercuri coarde egale.

331. Fie AB un segment de dreaptd invariabil, A’B’ o noui
pozitie a acestuiiegment. S& se arate cd printr-o translatie de-a
lungul directiei A B si prin doud rotatii efectuate respectiv in jurul
punctelor A si B, se poate duce segmentul AB in pozitia A’'B’.
332, Pe laturile Oz si Oy ale unui unghi se iau segmentele
OA si OB. Si se determine doud drepte perpendiculare (D;) si
(Dy), trecind prin O, astfel ca proiectiile lui OA pe (D) si ale lui
OB pe (D,) si fie egale. )

333. Doud puncte P si Q fiind insemnate pe un biliard poli-
gonal XYZU... T de n laturi, se cere si se determine punctul 3/
al laturii XY cétre care trebuie indreptatd o bild ce se afli in
punctul P, pentru ca si treacd prin ¢, dupd ce se va reflecta pe
laturile succesive XY, YZ, ZU...

334. Si se demonstreze ci daci in planul unui triunghi echi-
lateral ABC se ia un punct I oarecare, cu cele trei segmente 74,

IB, IC se poate totdeauna forma un triunghi (D. Pompei).

Capitolul VIII
CONSTRUCTII GRAFICE

~ 836. S& se ducd la un cerc o tangentd paraleld cu o dreapti
data.

- 386. Si se ducd o secantd paralela cu o dreaptd dati, care
si determine intr-un cerc dat o coardd de lungime dati.

~ 337. Se d& un cerc si doud drepte paralele. Sa se construiasca
tangentele la cerc care determind intre cele doud paralele un seg-
ment de lungime data . Cite solutii sint?

« 338. Si se ducd o tangentd la un cerc (C), astfel incit coarda
determinatd pe ea de un alt cerc (C”) si fie egald cu o lungime
dati.

~ 339. Sa se construiascd un cerc de centru dat O si intersectind
un cerc (0') la extremitdtile unu1 diametru,

~ 340. S& se construiascd un cerc de razi datd R, tangent la
un cerc (0), intr-un punct dat A.
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7 341. Si se construiasci un cerc de razi datd R, tangent unei
drepte date si trecind printr-un punct dat A.

+ 342. S& se construiascd un cerc de razi dali R, tangent la un
cerc (0), de razd r si la o dreaptd datd (D).

343. 54 se construiascd un cerc de razi datd r, tangent la doud
cercuri date (0) si (O').

*344. Sa se construiascd un cerc de razi R, tangent la doud
drepte date Oz, Oy.

- 345. Sa se construiascd un cerc de razd datd R care sd deter-
mine pe doud drepte date coarde de lungimi date.

346. Si se gdseascd un punct din care si se vadi doud cercuri
date sub unghiuri drepte.

347. Sa se construiascd un cerc care sd treacd printr-un punct
dat A si sd fie tangent la o dreaptd datd (D), intr-un
punct B.

348. Sa se construiascd un cerc care sd treacd printr-un punct
A si sd fie tangent la un cerc (0), intr-un punct B.

349. Intr-un cerc (0) se di o coardd AB si un punct C pe cerc.
Sid se ducd prin C o coardd care sd fie impartitd in doud parti
egale de AB.

350. Fiind date trei puncte A, B, C, care nu sint in linie
dreaptd, si se gdseascd cu compasul un punct D, asa ca AD si
fie egal si paralel cu BC.

351. Sise construiascd un cerc tangent la o dreapti (D), intr-un
punct dat 4 si la un cerc (0).

352. 5S4 se construiascd un cerc tangent la o dreaptid datd (D)
sl la un cerc (0) intr-un punct 4.

353. Sa se construiascd un cerc, -tangent la un cerc dat (0),
avind centrul pe o dreaptd datd (D) si trecind printr-un punct A
al acestei drepte.

354. Sa se construiascd un cerc tangent la o dreaptd datd (D),
avind centrul pe o dreaptd data (D’) si trecind printr-un punct A
al acesteil drepte.

355. Pe prelungirea diametrului AB al unui cerc (0), si se
gidseascd un punct asa ca tangentele duse de la el la cerc si aiba
o lungime data.

356. Se d& o dreapta (A) si doud puncte A, B. Si se deter-
mine pe dreapta (A) un punct C astfel ca bisectoarea unghiului
format de dreapta (A) si CA sd treacd prin B. Discutie.

357. Din virfurile unui triunghi ABC ca centre si se descrie
cercuri tangente intre ele doud cite doud.
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358. Si se construiascd trei cercuri egale, tangente intre ele
doud cite doud si tangente interior la un cerc dat (0).

359. S& se construiascd un triunghi dreptunghic cind se
cunoaste raza cercului inscris si indltimea coboritd din virful
unghiului drept. Discutie.

360. Si se construiascd un triunghi A BC, cunoscind picioarele
A’y B’, €' ale indltimilor.

361. S& se construiascd un triunghi ABC in care cunoastem
baza BC, unghiul A si AB 4 AC.

362. Sa se construiagcd un triunghi ABC in care cunoastem
latura BC, unghiul B si AB 4 AC.

» 363. Si se construiascid un triunghi ABC, cunoscind unghiu-
rile si perimetrul.

364. Se di o dreaptd (D) si doud puncte fixe A, B. Si se
ageze pe dreapta (D) un segment MN de lungime data astfel ca
dreptele AM si BN si fie paralele.

365. Fiind date trei puncte A, B, C care nu sint in linie dreaptd
si o dreaptd arbitrard AD dusd prin A, si se giseascd pe AD un
punct E, asa ca CE si fie tangentd cercului ABE.

366. Si se construiascd un segment, de lungime datd [, care
sd aibd extremitdtile pe doud drepte date (D,) si (D,) si sd fie
paralel cu o altd dreapta (A).

367. Se dau intr-un plan doud drepte (D)si (D’). Si se aseze
un cerc (C) de razi datd R, cu centrul pe dreapta (D) si un al
doilea cerc (C’), de razd R’, cu centrul pe dreapta (D’) astfel incit
ele sd fie tangente (interior sau exterior), iar tangenta lor comuna
sd aibd o directie datd (A). ‘

368. Sa se construiascd un triunghi ABC, avind un virf A
dat, celelalte doud virfuri pe doud cercuri (0), (O’) date si cunos-
cind punctul G de intersectie al medianelor.

369. Si se construiasci un triunghi ABC, cunoscind punc-
tul G de intersectie al medianelor si stiind cd virful 4 si picio-
rul M al medianei AG se giisesc pe un cerc (0), iar virfurile B, C
se gisesc pe doud cercuri date.

370. Printr-un punct A s se ducd o tangentd AT si o secanta
AMN la un cerc (0), astfel ca arc TM = arc MN.

371. Si se construiascd un paralelogram, cunoscind lungimea
unei laturi i unghiul diagonalelor. Se mai gtie ci latura de lun-
gime datd se géseste pe o dreaptd datd (A) si cd celelalte doua
virfuri ale paralelogramului sint situate pe doui cercuri (0), (O').

372. Se da un unghi drept 20y si pe latyra Ox se ia un punct.
fix A. Fie C centrul unui cerc tangent in O la Oy, asezat in partea
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opusd cu A fatd de 0. Si se determine pozitia unui punct N pe
Oy astfel ca perpendiculara dusd din IV pe VA si fie tangentd
la cercul (C).

373. S se inscrie intr-un cerc (0) un triunghi, asa ca doud din
laturile sale s& fie tangente la un al doilea cerc (0’), a treia laturd
avind o directie data.

374. S3 se inscrie in cercul (O) un triunghi A L, astfel ca latu-
rile AB, AC sa treacd prin doud puncte date M si.V,iar unghiul B
sd aibd o marime cunoscutd.

375. Si se construiascd un triunghi ABC, stiind ci laturile
sale trec prin trei puncte date L, M, NV, ca virfurile B, C se gisesc
pe un cerc trecind prin M si N si cunoscind méirimea unghiu-
lui A.

376. Se dau doud cercuri concentrice §i se cere si se constru-
iascd un triunghi, ale cdrui unghiuri sint cunoscute si care si aibd
unul din virfuri pe un cerc, iar celelalte doud pe al doilea cerc.

377. Dintrz toate triunghiurile echilaterale, ale edror laturi
trec prin puncte date A, B, C, si se construiascd cel de perime-
tru maxim.

378. Sz d& cercul (O) si dreapta (A). S# se construiascd numai
‘cu echerul triunghiul echilateral ABC, care are virful A pe (A)

si cu virfurile B, C pe cercul (O) tangent laturilor AB si AC.
379. S3i se inscrie intr-un cerc un patrulater, cind se cunoaste
punctul de intersectie al diagonalelor si cele doud unghiuri pe
care le formeazi laturile opuse ale patrulaterului.
380. Si se ducid intr-un patrulater o transversald, pe care
laturile patrulaterului sd determine trei segmente. egale.

381. Si se construiascd un triunghi dreptunghic ABC cunos-

cind ipotenuza BC si segmentul B’C determinat pe AC de bisec-
toarea unghiului B.

382. Si se construiascd un triunghi dreptunghic, cind pe hirtie
sint insemnate picioarele indltimii, bisectoarei si medianei duse
din virful unghiului drept.

383. Si se construiascd un trapez ABCD, cunoscindu-i la-
turile.

384. Si se construiascd un trapez céruia i se cunosc bazele si
diagonalele.
~~ 385. Si se construiascd un triunghi, cind se cunosc doud
laturi §i mediana care pleacd din virful lor comun.

386. Si se construiadscd un triunghi cunoscind lungimea media-

nei §i a indltimii ce pornesc din A, cum si raza cercului circum-
scris. Discutie. \
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387. Sa se construiascd un triunghi cunoscindu-i medianele.

388. Si se construiascd un triunghi A BC cunoscind unghiul 4,
mediana AA’ si diferenta AB—AC.

389. Si se construiascd un triunghi ABC cunoscind latura BC,
piciorul A’ al indltimii AA’ si stiind cd ¢ BAC = 2 ABC.

390. Si se construiasca un triunghi A BC cunoscind latura A B,
unghiul 4 BC si unghiul A’AC, A’ fiind mijlocul lui BC.

391. Si se construiascd un triunghi ABC cunoscind picioarele
A,, A,, A, ale indltimii, bisectoarei §i medianei duse din virful A
al triunghiului, cum si distanta d de la virful A la orotcentrul H
al triunghiului.

392. Se dau doud cercuri (0), (O') situate de aceeasi parte a
unei drepte zy. Sd se determine pe zy un punct A asa ca AB
fiind o tangenti la (0), AB’ la (0'), sa avem XzAB = JydB".

393. Sa se construiascd un triunghi ABC cunoscind virfurile
B, C si centrul o al cercului celor nou& puncte.

394. Si se construiascd un triunghi ABC cunoscind centrul O
al cercului circumscris, mijlocul uneia din laturi si mijlocul lui
AH, H fiind ortocentrul triunghiului.

395. Si se construiascd un pitrat ABCD cunoscind un virf A
si stiind c&d extremitatile diagonalei BD se gasesc pe doud drepte
paralele date.

_ 396. Si se construiascd un triunghi ABC cunoscind diferenta
BD—DC a proiectiilor laturilor AB, {( pe BC, iniltimea rela-
tivd la aceastd latura si diferentd <.C — <X B.

397. Se dd un cerc (0) si un punct exterior. A. Sa se duca prin
A o dreaptd care sd intersecteze cercul in doud puncte M si N asa
ca AM = MN.

398. Se dau doud cercuri concentrice si un punct A pe cercul
exterior. Sa se ducd prin A o secantd care sd determine in cercul
exterior o roardd de trei ori mai mare decit coarda determinati
in cercul interior.

399. Se dau doud cercuri (0,) $i (O,) si o dreaptd (D). Si se
giseascd pe (0,) un punct A si pe (0,) un punct B, astfel ca
dreapta (D} sd fie mediatoarea segmentului AB. Y

400. Sa se construiased un triunghi ABC cunoscind virful 4,
punctul G de intilnire al medianelor si centrul « al cercului celor
noud puncte.
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401. Si se construiascd un triunghi ABC cunoscind latura a,
raza R a cercului circumscris §i unghiul o pe care tangenta in
virful A, la cercul circumscris, il face cu dreapta lui Euler a tri-
unghiului.

“402. Sa se construiascd un triunghi 4 BC cunoscind distanta d
dintre centrul O al cercului circumscris si orlncentrul H, raza R
a cercului circumscris §i unul din unghiurile triunghiului.

403. S& se construiascd un triunghi cunoscind mijlocul M al
laturii BC, mijlocul N al segmentului AH, marimea segmentu-
lui AH si unghiul € al triunghiului ABC.

404. Si se construiascd un triunghi A BC, cunoscind mijloa-
cele a doud laturi si piciorul unei indltimi.

405. Si se construiascid un triunghi ABC cunoscind virful 4,
punctul de intilnire H a indltimilor si dreapta lui Simson (A) a
mijlocului M al arcului BC.

406. Sa se inscrie intr-un dreptunghi dat ABCD un alt drept-
unghi care s aibd un virf in punctul M dat pe latura AB.

407. S# se construiascid un patrulater ABCD fiind date seg-
mentele care unesc mijloacele laturilor opuse, unghiul « pe care-l

fac aceste segmente si doud laturi consecutive CB, CD.

408. Si se construiascd un patrulater cunoscind mijloacele a
trei laturi si un segment paralel si egal cu cea de a patra latura.

409. Si se construiascd un patrulater cunoscind laturile si
segmentul care uneste mijloacele a doud laturi opuse.

410. S4 se construiascd un patrulater ABCD cunoscind unghiu-
rile si diagonalele.

411. Sa se circumscrie un pétrat unui patrulater dat.

412. Si se duca prin doud puncte A, B un cerc tangent la
o dreaptd zy.

413. Si se construiascd un paralelogram ABCD cunoscind
doua virfuri opuse 4, C si stiind ca celelalte doud virfuri se gasesc
pe un cerc dat (0).

414. Sa se construiascd un triunghi A BC cunoscind unghiul 4
si lungimile medianelor care pleacd din extremitatile laturii BC.

415. Si se construiasca un triunghi ABC cunoscind laturile
AB, AC si stiind ca X C =2 B.

416. Si se construiascd un triunghi ABC cunoscind laturile
AB, AC si stiind ca X C =3 B.

417. Sise construiascd un triunghi cunoscind indltimea, bisec-
toarea si mediana care pleacd din A.
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418. Si se construiascd un pentagon cunoscind mijloacele laturilor.
419. Sa se construiascd un poligon avind desenate in plan
perpendicularele (a,), (a,), ..., (x,) ridicate pe mijloacele laturilor.

Capitolu! IX
SEGMENTE PROPORTIONALE. FIGURI ASEMENEA

420. Dintr-un punct O se duc secantele OAA’, OBB’, OCC’,...
care intersecteazd doud drepte paralele in 4, A"; B B C, C..

Si se arate cd OA:0A’ =0B:0B' = O0C 0(” - AB A'B =

= BC:B'C" =

421. Se uneste un punct variabil M al unei drepte (D) cu un
punct fix O si se ia pe OM un punct .\ asa ca ON:NM = k. Se
cere locul descris de punctul .

422. S& se demonstreze cd dacd in doud triunghiuri ABC,

A'B’C’ laturile BC, CA, AB sint paralele cu laturile B'C", C'4’,
A’B’, atunci dreptele AA’, BB’, CC’ se intersecteazi intr-un punct.

423. Pe dreapta care une§te un punct fix A cu un punct P,
mobil pe un cerc (0), se ia un punct M asa ca AM:MP = k. Sa
se determine locul lui M.

424, Un triunghi ABC este inscris intr-un cerc; virfurile B,
sint fixe, iar A mobil. S& se determine locul punctului de intilnire
al medianelor.

425. In triunghiul ABC se duce o paraleld B’C’ la latura BC.
S4 se arate ci cercurile ABC si AB'C’ sint tangente.

426. Fiind date doud puncte A. /? pe o dreaptd, se stie ci exista
doud puncte C, D care impart pc 4B in raportul dat m:n. In ce
raport este impartit AB de mijlocul O al lui CD? Punctul O se
afli intre A si B sau in afard?

427. Se dau doui drepte paralele si un punct P intre ele. Si
se ducd prin P o dreaptd care sd intersecteze paralelele in .
si N, asa ca PM—PN si fie egald cu o lungime datd /.

198" Doud triunghiuri ABC, ABD au aceeasi bazi. Dintr-un

punct E al bazei AB se duc paralele la"AC si AD care intilnesc
laturile BC si BD respectiv in F si G. Si se demonstreze ci FG
est/paralela cu CD. ,

429.)Fie D mijlocul laturii BC a triunghiului ABC. Bisec-
toarea ungh1ulu1 ABD intersecteazi pe AB in E, iar aceea a

unghiului ADC intersecteazi pe AC in F Sé se arate ci EF este
paraleld. cu BC.
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430. Fiind date trei puncte necoliniare 4, B, C si o dreapté (D),
si se ducd prin punctele date trei drepte paralele, care si deter-
mine pe (D) doud segmente egale. Cite solutii sint?

431. Fie M si N doua puncte izotomice pe latura BC a triun-
ghiului ABC (puncte simetrice in raport cu mijlocul laturii BC).
Paralelele duse prin M si N la latura AC intersecteazd latura
AB in M'si N, iar r paralelele duse prin M si /V la latura AB in-
tersecteazd latura AC in M" si N". Se cere locul geometric al
intersectiei dreptelor M'M" si N'N” cind punctele M si N, rdmi-
nind_izotomice, pozitia lor se schimbi pe BC.

4@1719 CD o coardi perpendiculari pe diametrul AB al unui
“cere—Se uneste un punct E al coarddi CD cu A si B. Dreptele
AE si BE intersecteazi cercul in F s1G. S4 se arate ci in patrula-
terul CGDF produsele laturilor opuse sint egale.

433. Prin extremititile A si B ale segmentului AB se duc
dreptele paralele Az, By. O dreaptd oarecare, ce trece printr-un
punct M al segmentului AB, intersecteazi pe Az si By respectiv
in P si Q. Fie Q' simetricul lui Q fatd de punctul B, iar NV punc-
tul unde dreapta PQ’ intilneste dreapta AB. Si se arate cd punc-
tele M si N sint conjugate fatd de A si B.

434. Se impart laturile CA, AB ale unui triunghi ABC, in
acelasi sens, in acelasi raport %, prin punctele M, N. Dacd P este

un punct fix al planulm care este locul centrului de greutate al
triunghiului MNP cind k& variazi?

435. Fie C si D proiectiile pe o dreaptd datd a doui puncte

variabile A si B E proiectia intersectiei O a dreptelor AD si BC.

AC si BD raminind constante si se demonstreze ci si OF este
constanta.

436. Si se determine pe diagonala AC a patrulaterului ABCD
un punct P astfel ca ducind paralelele PM si PN respectiv la ‘BC
si AD (M fiind pe AB si N pe CD), si avem PM x AD =
= PN x BC.

437. Se di un romb ABCD, avind lungimea laturii a. Prin
virful A se duce o secantd oarecare, care intersecteazi prelungi-
rile laturilor CB, CD respiectiv i1n E s11 F. Si se demonstreze ci

==

CE CF a
Ce modificari trebuie aduse acestei relatii daci:

a) E se afld chiar pe latura BC;
b) F se afld pe CD?
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438. Se considerd o retea pland de pitrate, de laturd a. Se
intreabd dacd existd drepte din plan, care trecind prin virful unui
patrat si nu mai intilneascd nici un alt virf al vreunui pétrat
din retea. De asemenea, daci reteaua este formata din triunghiuri

echilaterale .
@Px‘intr-un punct D al bazei BC a unui triunghi ABC se

duc dréptele DE, DF paralele la AB, AC. Prin A se duce o se-
cantd care intersecteazd pe DE si DF in G si H. Si se arate cd

si CG sint paralele.
@ Fie O centrul cercului circumscris, / punctul de intilnire
al inaltimilor, G punctul de intilnire al medianelor unui triunghi
ABC. S& se arate cd 0, H, G sint coliniare (dreapta lui Euler)
si cd GH = 206G.

441. Aceleasi notatii ca in problema precedentd; O’ este cen-
trul cercului celor noud puncte. Si se arate cd punctele 0, G,0', H
formeazd o diviziune armonici.

442. Se considerd un punct M in planul triunghiului ABC.
Dintr-un punct oarecare NV de pe un cerc situat in acelasi plan
cu triunghiul, se duc drepte paralele cu laturile BC, CA, AB si cu
transversalele unghiulare A M, BM, CM, intersectind cercul in
punctels A,, By, Cy; A,, B,, C,. Si se arate ci dreptele A;A,,
B,B,, C,C, au un punct comun.

@ Trei triunghiuri ABC, CDE, EFG au laturile AC, CE, EG
in prelungire, laturile AB, CD, EF paralele si BC, DE, EG de
asemenea paralele. Sa se arate ci pentru ca punctele B__D F sa
fie coliniare, conditia necesard si suficientd este de CD sd fie
media geometricd a laturilor .17 si EF.

444. Fie M un punct oarec.re pe iniltimea AA’ a triunghiu-
lui ABC, iar H ortocentrul. S se demonstreze cd proiectiile seg-
mentului HM pe laturile AB, AC sint invers proportionale cu
acele-laturi.

445) Fie H ortocentrul unui triunghi, 4°, B’, (' picioarele
inaltimilor si a, b, ¢ proiectiile lui H pe B'C’, C'A’, A’B’. Sa se
arate-.cd triunghiurile abc si ABC sint asemenea.

(446) Fie A’ proieclia virfului A pe ipotenuza triunghiului
dreptnghic ABC, B’ si C' centrele cercurilor inscrise in triun-
ghiurile A BA’ si 'ACA’. Sa se arate cd triunghiurile A'B’C’ 51
ABC sint asemenea.

447. Se considerd un punct D in planul triunghiului 4BC. Sa
se demonstreze cd triunghiul metaarmonic A'B’'C’ (format prin
intilnirea cevienelor AD, BD, CD cu cercul ABC) si triunghiul

‘vl
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podar A""B"C"" (format de proiectiile lui D pe laturile lui ABC)
ale punctului D in raport cu ABC sint asemenea.

448. Fie A’, B’, C’ punctele ce impart laturile triunghiului
ABC in acelasi raport k si in acelasi sens. [ie a, b, ¢, mijloacele
laturilor triunghiului ABC si @', b’, ¢’ mijloacele laturilor triun-
ghiului A’B’C’. S4 se arate cd punctele b, ¢, a’:r,a,d’; a, b, ¢’ sint
coliniare si si se deducad de aici cé triunghiurile A’B'C’, ABC au
acelasi punct de intilnire a medianelor. .

449. Punctele A’, B’, ¢’ imparl laturile A3, BC, CA ale
unui triunghi in acelasi raport «. Punctele 4,, B,, C, impart seg-
mentele AA’, BB’, CC’ in acelasi raport B. Sd se arate cd triun-
ghiurile ABC, A,B,C, au acelasi centru de greutate.

450. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc trei triun-
ghiuri asemenea si cu aceeasi orientare in plan: BCa, CAb, ABc.
S& se demonstreze cd triunghiurile A BC, abc au acelasi centru de
greutate.

451. Fie M, si M, doua puncte reciproce in triunghiul ABC;
A,B,C, triunghiul format de punctele in care AM,, BM,, CM,
intilnesc laturile triunghiului dat; A4,B,C, triunghiul format de
punctele in care AM,, BM, CM, intilnesc laturile triunghiului
median. Sd se arate ca triunghiurile 4,B,C, si1 A,B,C, sint omo-
tetice, centrul de omotetie fiind centrul de greutate al triunghiu-
Iui ABC. (Doud puncte M, si M, se numesc reciproce, dacd, unin-
du-le cu fiecare virf, dreptele obtinute intersecteaza latura opusi in
puncte simetrice fat& de mijlocul ei).

452. Sa se determine locul punctelor astfel ca raportul distan-
telor la doud puncte fixe si fie constant.

453. Sa se construiascd un triunghi cunoscind baza, unghiul
de la ‘virf si raportul celorlalte doud laturi.

454. Sa se construiasca un triunghi cunoscind baza, bisectoarea
unghiului opus §i raportul celorlalte doud laturi.

455. S4 se construiascd un triunghi ABC cunoscind unghiul 4,
raportul AC:AB = I si lungimea bisectoarei A4’

456. Sa se construiascd un triunghi ABC cunoscind virful A4,
punctul G de intilnire a medianelor si ortocentrul H.

457. S& se construiascd un triunghi ABC cunoscind AB, AC
si raportul AM:BC = k, M fiind mijlocul lui BC.

458. 54 se construiascd un triunghi A BC cunoscind unghiul 4,
raportul AB:AC =k i lungimea medianei A M.

__459. S& se construiascd un triunghi ABC cunoscind latura
BC = a, raportul AB:AC =k si una din indltimi. Discutie.
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460. S& se inscrie intr-un triunghi ABC un paralelogram
DEFG avind virfurile D, E pe AB, AC, iar virfurile F, G pe BC
i stiind cd este asemenea cu un paralelogram dat PQRS.

461. Sa se construiascd un paralelogram cind cunoagtem rapor-
tul diagonalelor si distantelor unui virf la mijloacele laturilor
opuse.

462. Un triunghi ABC are un virf fix in A, altul B mobil pe
o dreaptd (D). S4 se afle locul virfului C, stiind ca triunghiul 4 BC
rdmine asemenea cu un triunghi dat.

463. Un triunghi A BC are virfurile, B, C pe doud drepte date
(D)) si (D,), iar latura BC este paralela cu o dreaptd data (A). Sa
se afle locul virfului A, stiind cd triunghiul ABC rimine ase-
menea cu un triunghi dat.

464. Si se afle locul geometric al mijloacelor distantelor din-
tre picioarele perpendicularelor coborite din punctele unei drepte
date, pe alte doud drepte date.

465. Sa se demonstreze cd distantele de la un punct al media-
nei AM pind la laturile AB, AC sint in raport invers cu aceste
laturi, iar raportul dlstantelor de la un punct al simedianei la
AB, AC este egal cu raportul acestor laturi.

466. Fiind dat un unghi 20y si un punct 4, sd se construiascd
un triunghi ABC avind un virf in 4, celelalte doui pe Oz §i Oy
si stiind cd este asemenea cu un triunghi dat A’B’C".

467. Printr-un punct dat A si se duci o dreapti care si intersec-
teze laturile Oz, Oy ale unui unghi in B, C, asa ca AB : AC = k.

468. Se dau trei drepte concurrnte Oz, Oy, Oz si un punct A
nesituat pe nici una din ele. S se ducd prin A o secantd, pe
care cele trei drepte si determine doud segmente egale.

469. Aceleasi date ca mai sus. S& se ducid prin A o secantd,
astfel ca cele trei drepte si determine pe ea doud segmente care
sd fie intr-un raport dat m: n.

470. Pe latura AB a unui triunghi ABC se ia AD arbitrar,
pe prelungirea lui BC se ia CE = AD. Si se arate ¢i F fiind punc-
tul unde DE intilneste latura AC, avem DF : FE = BC : AB.

471. Si se arate cd punctele 4, B, C, D, care divid in acelasi
raport dreptele ce unasc virfurile a doud paralelograme A,B,C,D,
si A,B,C,D,, sint virfurile unui paralelogram. ,

472. Fie A,, By, C;, D, punctele care impart in raportul
m:n laturile AB, BC, CD, DA, ale patrulaterului ABCD ; fie, de
asemenea M, N, P, Q, mijloaczle laturilor AB, BC, CD, DB si
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M,, N,, P,, Q, mijloacele laturilor A,B,,siB,Cy, C.D, D;A;. S&
se arate cad figurile MM, PP, si NN,QQ, nt paralelograme.

473. Se da patrulaterul ABCD. Pe latrile lui se construiesc
triunghiurile asemenea si cu aceeasi orienlare in plan AA’B §i
CC'D, cu virfurile in exterior, iar BE'C si /JD'A cu virfurile in
interior. S& se demonstreze ci A'B’C’'D’ este un paralelogram.

474. Si se construiascd un patrulater cunoscind lungimile dia-
gonalelor si pozitia punctelor car impart laturile in raportul
m: n.

475. O paraleld la latura BC a unui triunghi ABC intersec-
teazd laturile AB, AC in D si E. Dreptele BE si CD se intilnesc
in F. Si se arate cd AF trece prin mijlocul M al laturii BC.

476. Sa se construiascd un triunghi ABC cunoscind lungimile
indltimilor «, 8, v .

477. Fie ABCD un trapez inscris intr-un cerc si A/ un punct
oarecare pe cerc. Sd se demonstreze cii proiectiile A, By, Cy, D,
ale punctului M pe laturile neparalele si pe diagonalele trapezului
sint patru puncte conciclice.

478. Fie (a, a’) si (b, b’) perechile de laturi opuse ale unui
patrulater inscriptibil. S se arate ci:

b . . .
a) dacéi'=; , atunci punctul M de intilnire a diagonalelor
a

se afld la mijlocul uneia din acestea;

b) daed a este diametrul cercului circumscris, iar ¢’ latura
patratului inscris in acest cerc, atunci punctul M, care este la
mijlocul unei diagonale, se afld pe cealaltd la doud treimi fatd de
unul dim virfur.

479, Paralela dusa prin punctul de intersectie O al diagona-
le nui trapez intilneste laturile neparalele in E si F. Si se
arate €d O este mijlocul segmentului £7.

480. Se di unghiul 20y si un punct fix A in planul lui. O
dreapta variabild ce trece prin A intilneste pe Ox si Oy respectiv
in M si N. Perpendicularele in 3 si NV pe MN intilnesc pe Oy
§i Oz in Q si P. Se cere locul geometric al intersectiei dreptei F(
cu perpendiculara dusd din O pe MN.

481. Fie ABC un triun (A) o dreaptd a planului i a, b, ¢
proiectiile virfurilor 4, B, %‘pe (A). Sd se demonstreze ca perpen-
'dicularele din a, &, ¢ pe laturile BC, CA, AB sint concurente
{teorema ortopolulm)

482. Se considerd in acelasi plan un triunghi ABC si o
dreapta (A). Cum trebuie alese trei puncte A;, A,, A; pe (A)
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pentru ca perpendicularele coborite din aceste puncte respectiv
pe BC, CA, AB si fie concurente?

483. Fie a, b, c proiectiile virfurilor 4, B, C ale unui triunghi
pe o dreaptd (D) din acelasi plan. Prin g, 4, ¢ se duc drepte res-

pectiv paralele cu laturile BC, CA, AB. Si se arate cd triunghiul
A'B'C’ format de aceste drepte este egal cu triunghiul ABC.

484. Fiind date pe o dreaptd (D) segmentele AB = BC, si se
ducd printr-un punct M, numai cu rigla, o paraleld la (D).

485. Fiind date doud drepte paralele (D) si (D'), sd se ducd
printr-un punct M, numai cu rigla, o paralela la (D) si (D).

486. Fiind dat pe o foaie de desen un paralelogram ABCD,

sd se ducd, numai cu rigla, o paraleld la o dreaptd data, printr-un
punct dat.

487. Fiind dat un paralelogram si un segment de dreapta arbi-
trar AB, si se giiseascd cu rigla pe AB un punct C, asa ca
AB = BC.

488. Pe o0 foaie de desen se dd un pdtrat ABCD. Si se con-

struiascd, numai cu rigla, perpendiculara dintr-un punct pe o
dreaptd.

489. Pe o foaie .de desen se di un patrat si doud puncte O, P.
S& se determine, numai cu rigla, punctul de intersectie al unei

drepte Pz, dusd prin P, cu cercul de centru O si de razi OP, care
insd nu este construit.

490. Pe o foaie de desen se afld construit un triunghi cu
punctul de intilnire al indltimilor si punctul de intilnire al media-
nelor. S se géiseascd, numai cu rigla. centrul cercului circumscris
triunghiului.

491. Cunoscindu-se un paralelogram si segmentele egale ab si
a’b’ asezate respectiv pe laturile Oz, Oy ale unghiului 20y, si se
ducd, numai cu rigla, bisectoarea unghiului 20y.

492,784 se demonstreze ci produsul a doud laturi AB, AC ale
unuﬁr/unghl ABC este egal, cu produsul diametrului cercului cir-
cumseris prin indltimea A4’

K49‘3 JFie P un punct pe cercul’circumscris unui triunghi 4 BC
si L M N proiectiile lui pe BC, CA, AB. Si se demonstreze ca
PA -PL=PB-PM= PC - PN.

494. Si se construiascd un triunghi A BC, cunoscind unghiul o

pe care bisectoarea AD il face cu BC sisumele 4B + BD si
AC + CD.
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495. Sa se construiascd un triunghi A BC in care bisectoarea
unghiului A trece prin centrul cercului celor noud puncte, cunos-
cind lungimile AB,, AC,, determinate pe laturile unghiului 4
de cercul ce trece prin B, C si prin ortocenlrul triunghiului.

496. Sd se construiascd un patrat cunoscind un virf si stiind
cd alte doud se gasesc pe doud cercuri date.

497. Se da unghiul AOB si punctul P in interiorul lui. S& se
ducd prin P doud drepte simetrice fatd de FO, astfel ca unind
intersectiile lor D si £ cu AO si BO, DE si aibd o directie data.

498. Doud cercuri (0) si (O') sint tangente interior. Cum sint
situate centrele de asemanare?

499. Fiind date doud segmente arbitrare AB, A'B’, si se
giseascd un punct O asa ca triunghiurile AOB si A’O’B’si fie ase-
menea; A4, A’ pe de o parte, si B, B’ pe de altd parte, siht puncte
omoloage. L

Fie ABCD un trapez dreptunghic in care ADB este latura
perperidiculard pe baze. Paralela dusi la baze, prin intersectia / a
diagonalelor trapezului intilneste latura AB in E. Si se demon-
straze cd dreapta E/ este bisectoarea unghiului CED.

501. Si se demonstreze cd intr-un patrulater complet cercurile
circumscrise triunghiului formate de cite trei laturi trec prin
acelasi punct (punctul lui Miquel).

502. Se considerd toate cercurile tangente unei drepte zy
intr-un punct A. Se cere locul punctelor de contact al tangentelor
la aceste cercuri, paralele cu o alti dreaptd data.

503. Sa se determine locul punctelor de contact al tangentelor
paralele la o directie fix3, duse la cercurile tangente la doui drepte
date Oz, Oy.

504. Intr-un triunghi ABC latura BC este fixi, iar unghiul A
constant. A’B’C’ fiind triunghiul ortic, se cere locul geometric al
ortocentrului triunghiului A'B'C".

505. In triunghiul dreptunghic ABC ipoteza BC este e fiag,
iar virful A este variabil. Se prelungeste BA cu AD = BA se

uneste mijlocul M al lui BC cu D, iar MD intersecteazi pe AC
in N. Se cere locul lui M.

506. Fie un triunghi ABC si D, E, F punctele de contact ale
laturilor cu cercul inscris. Pe laturlle BA si CA ducem citre
virful A o lungime BP = CQ = BC. Paralelele duse prin EsiFla
FD si ED se intersecteazd in D;. Sd se demonstreze ¢i D, se afli
pe dreapta PQ.
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507. O dreapti variabili intersecteazd laturile unui unghi 20y
in A si B, asaca OA : OB = k. Si se arate cid AB rdmine paraleld
cu o directie fixa.

508. Pe dreapta variabili 4B din problema precedentd se ia
un punct M, asa ca AM : MB = m. Se cere locul lui M.

50J. Sz dau douid puncte fixe A, B pe laturile Ox, Oy ale
unui unghi 20y si se iau pe Oz, Oy doud puncte variabile A’, B,

astfel ca si avem AA’: BB = k. Si se afle locul punctului 7/
care imparte sagmantul A’B’ in raportul dat /A’ : IB' = m.

510. Se da un unghi 20y si doud puncte A, B fixe in iate-
riorul (sau exteriorul) unghiului, astfel ca distanta de la 4 la Oz
sd fie egald cu distanta de la B la Oy. Fie M un punct variabil
pe bisectoarea unghiului 20y ; MA intersecteazd pe Ox in P, MB
intersecteazi pez Oy in Q. Si sz arate ci dreapta PQ pistreazi o
directie fixd. Cum trebuie luate punctele A si B pentru ca pro-
prietatea si se pédstreze cind M se miscd pe o dreaptd oarecare
ce trece prin O?

.811.)Fiz P un punct variabil pe bisectoarea unghiului 4 a
unui triunghi ABC si L, M, N proiectiile lui pe BC, CA,. AB.
MY intersecteazi pe BC in X. Si se arate ci D fiind mijlocul lui
BC, raportul DL : DX este constant.

512. Si se demonstreze ca dacd A;, B;, C; sint intersectiile
bisectoarelor triunghiului A/3C cu cercul sdu circumseris §1 A,, B,,
C, punctele de contact ale laturilor cu cercul inscris, atunci drep-
tele A;A,, B, B,, C,C, sint concurente.

513y O dreapté oarecare intiln“,ue laturile AB, AC ale unui
triunighi ABC in D si E; paralela (usd prin A la DE intersecteaza
pe BE in F. Pe DE si 'AF se iau doua puncte G i H, asa ca
DG - DE = AH - AF. Se duce BG, care intilneste pe AF in 1.
S& se demonstreze ci DG® = Al - AH.

514. Se considerd un punct P mobil pe cercul O §i un diame-
tru fix. AB. Care este locul geomstric al intersectiei M a drepte-

lor KB si LP, K fiind un punct pz AP astfel incit ﬂ— =m(const),
Kp
iar L un punct fix al diametrului AB?

515. Fie cercurile (C) si (C7) de centre O si O'. Se considerd
cercul (C”) ce trece prin 0 s1 0'. Fie N si N’ intersectiile drepte-
lor MO si MO’ cu (C) $i (C’ M fiind un punct pe (C )- S se
arate ¢ P, intersectia cercurilor MOO', MNN’, este fix, cind M
descrie cercul (C”).
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516. Se considerd doud cercuri cu centrele O si O, care se inter-
secteazd in C §i D si sint tangente la o dr-oaptﬁ (A), respectiv in
A §i B. Dreapta AD intersecteazd cercul (0,) in E, iar BD inter-
secteazd cercul (O) in F. Dintr-un punct ourecare P, situat at_pe

dreapta (A) se duce o paraleld la EF pe carc se ia PG = 0A si

PH = O,B. Sa se demonstreze ci dreptele EI/ si FG se intersec-
teazd pe dreapta (A).

617. Se da un triunghi ASB, o dreaptd SH care intilneste pe
AB in H i o paraleld la AB,variabili, care intersecteazd pe AS
in A’, pe SB in B’. Prin B se duce o secantd care intersecteaza
pe SH in C, pe SA in D si pe A'B’ in P. Pe paralela la SH,
dusd prin P, se ia un punct ¢ asa ca PQ sa fie impéartit de para-
lela SR la AB in raportul PR : RQ = HA : HB. Si se demon-
streze cd dreapta QD imparte pe CA intr-un raport independent

de H si de BC.
618. Sd se arate cd in problema precedentd locul lui Q, cind

BC variazi, A’B” si H fiind fixe, este o paraleli la BC.
519. Si se demonstreze ci in problema 517 locul lui Q, cind

BC si A’B’ ramin fixe, iar H variazi, este o paraleld la SA.
520. Si se giseascd locul lui Q din problema 517, cind BC
st H sint fixe, iar A’B’ variaza.
521. Din extremitatea M a unei raze mobile O M a unui cerc (0)
se coboardi MN perpendiculard pe un diametru fix AB. Se ia apoi

pe OM punctul P, ca OP : MN = k. Se cere locul punctului P.

522. Si se inscrie intr-un triunghi ABC un paralelogram

ADEF, ale cdrui virfuri D, E, F sint pe laturile AB, AC, BC,
gtiind cd raportul laturilor este AD : AE = k.

e di un punct M pe diagonala AC a unui patrulater

oaretare ABCD. Se duce MP paraleld la AB si intilnind latura

BC in P, MQ paraleli la CD si intilnind pe ADin Q. Si se
demonstreze ci L

WP 1

AB CD

524. ) Intr-un paralelogram 4 BCD perpendiculara dusi 153 pe latura

AB, prin mijlocul siu I, intersecteazi diagonalele BD, CA in
M si N. Fie OH perpendlculara dusd din punctul O de mtersectle

a diagonalelor pe AB. Si se arate ci
11 _ 2
IM 1IN OH

= 1.
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525. Fie ABCD un trapez cu bazele BC si AD, iar punctul
O, comun diagonalelor. Paralela prin O la baze intersecteazd
laturlle AB si CD in E si F. Sa se demonstreze ci EF este
media armonici a celor doud baze .,

526! Diagonalele unui patrulater ABCD se intersecteazd in
punctul O. Bisectoarea unghiului AOB intersecteazi laturile opuse

AB si CD respectiv in E si F. Si se arate ci

1 1 1
= "___‘+—_—
OE _ 04 OB
L S
OF 0C 0D

527. 5S4 se inscrie intr-un triunghi ABC un alt triunghi A'B'C’,
asemenea cu un triunghi dat A,B,C,; si astfel ca virful A’ sa fie
dat pe BC.

528. Sa se inscrie intr-un triunghi ABC un triunghi ale cirui
laturi sint paralele cu laturile unui triunghi dat mnp.

529. Sa se inscrie intr-un patrulater ABCD dat un patrulater
a'b’c’d’ asemenea cu un alt patrulater dat A'B’'C'D’.

530. Sa se construiascd un patrulater ABCD in care cunoas-
tem laturile BC si CD, suma & B + < D = « a unghiurilor B
si D si rapoartele AB: AD =k, AC : AD = k.

531. Prin mijlocul A’ al laturii BC a unui triunghi ABC se
duce o dreaptd arbitrard care intersecteazi laturile AB, AC in
B', C' si paralela la BC, dusi prin, 4, in D’. Si se arate ci
A'B" :A'C"’ = D'B": D'C’, cu alte uvinte ca A’, D' sint cogjugate
armonic in raport cu B'C’.

532. Prin punctele E si F situate pe laturile AB, AD ale para-
lelogramului ABCD se duc dreptele EG si FH paralele la AD si
AB care se intilnesc in /. Sa se arate ci dreptele BF, DE si CI
se intilnesc intr-un punct.

533. Laturile_opuse 4 AB si CD ale unui patrulater se intersec-
teazd in E,iar AD si BC in F. Si se arate ci mijloacele diagona-
lelor AC, BD, EF sint coliniare (dreapta lui Newton).

534. Sa se arate cd laturile opuse ale unui hexagon inscris
intr-un cerc se intersecteazi doud cite doud in trei puncte coli-
niare (teorema lui Pascal).

1 Numirul z este media armonied a lui a si b dacd

2 1
—_—=—4
a

1
z b



535. Sd se demonstreze cd diagonalele unui patrulater A BCD
circumscris unui cerc si diagonalele patrulaterului EFGH, format
nctele de contact trec prin acelasi punct (\Iewton)

\m S& se demonstreze cd dacd se prelunoosc laturile opuse
ale Wmui patrulater inscriptibil ABCD si se duc bisectoarele celor
doud unghiuri astfel formate, punctul de intersectie al acestor
doud drepte si mijloacele dlagonalelor patrulatnulm dat sint
coh

[ 537. In patrulaterul ABCD se presupune ci diagonalele AC,
BD sint egale. Sa se demonstreze ci cercurile care trec prin punc-
tul 7, comun diagonalelor, AC, BD, apoi prin punctele A si B,
pe de o parte, si C si D, pe de alta parte se intilnesc incd intr-un
punct O care se proiecteazd pe laturile AB, CD in mijloacele lor
M si N. Si se arate cia OM : ON = AB : CD.

538. Si se gliseascd un punct M in planul unui triunghi ABC
asa cd, A’, B’, C’ fiind proiectiile lui pe laturile BC, CA, AB,
sd avem

MA : MC' = MB: MA’' = MC : MB'.
__539. S& d& un triunghi ABC. S4 se determine pe laturile AB,
AC punctele P si Q, asa incit
BP — B0 = (C.
540. Se dau doud drepte (D,) si (D,) si un punct fix A. Sé

se construlascd triunghiul ABC, cu virful B pe dreapta (D)
virful C pe (D,), cunoscind dlrectla laturii BC si unghiul 4

Capitolul X
RELATII METRICE

Virfurile M, N se afli pe ipotenuza BC, iar P, Q pe

lat AB, AC. Si se arate ca MN®*= BM - NC.
542) Si d& dreptunghiul 4BCD. Perpendiculara din A pe

diagonala B. BD intersecteazi latura BC in F. Si se arate ci AB? =
= BE - IC.

“543, O tangentd BC la un cerc (0) de razi R, pe care il atinge
in~—4;"este marcrlmta de doud tangente paralele ale aceluiasi

cerc. Sa se demonstreze cd AB - AC = R2.

@In triunghiul dreptunghie 4BC se inscrie un patrat
MN
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544. S& se demonstreze cd dacd intr-un triunghi A BC media-
nele virfurilor B, C sint perpendiculare, existd relatia

. 5BC?* = AB? + AC:

545. (0), (O') sint doud cercuri tangente intre ele si tangente
la o-dreaptd AA’ in punctele A si A’. Si se arate cd, R, R’ fiind
razele cercurilor, avem AA'2 = 4R - R'.

546. Un tr1ungh1 oarecare ABC are laturile AB = 13 m,
BC =21 m si indltimea AD = 12 m. Se ridici perpendlculara

in A pe AB; aceasta intilneste latura BC in . Si se afle
perimetrul triunghiului ACE.

v Sd se demonstreze cd dacd proiectia D a virfului A al
trluhghlulul ABC pe latura BC se face intre B si C si dacé

AD? = BD - DC, atunci < A = 90°.
»48. 53 se demonstreze cd, dacd proiectia D a virfului A pe

latura BC a triunghiului ABC se face pe prelungirea lui BC st
daci AD? = DB - DC, atunci punctul H de intilnire a 1na1t1-
milor este simetricul lui A in raport cu BC.

549. Fie A’ piciorul iniltimii AA’ in triunghiul ABC, iar H
punctul comun indltimilor. S& se arate cd

" BA'-AC=4H-44.

550. Se dd o dreaptd (D) si un punct fix A exterior dreptei (D).
Fie M un punct variabil pe dreapta (D), iar AN un segment de
lungime constantd, perpendicular pe AAM. S& se arate cd cercul
cu centrul in M si cu raza MN trece prin doud puncte fixe.

/B51. Se di un in triunghi ABC si ilaltimea AD. Se iau apoi seg-
mentele BE = DC si CF = BD perpendiculare respectiv pe AB

si AC.

a) Si se arate cd triunghiul AEF este isoscel. .

b) Fie B’ si C’ proiectiile lui B §i C respectiv pe AE si AF.
S& se arate ca

a5 _(A_B)Z_
Ac” \AC

552. Fie D piciorul indltimii dusd din A in triunghiul 4 BC,
iar E si F proiectiile lui D pe AB si AC. Si se demonstreze ci
EF este egal cu semiperimetrul triunghiului ortic.

553. Se dau trei puncte A, B, C pe un cerc (O) de razi R.
S4 se arate cii daci MA% = MB - MC, atunci si inversul siu M’
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[inversul M’ al lui M in raport cu (0) este un punct de pe raza
OM, de aceeasi parte a lui (0), astfel ca OM - M’ = R?] in raport

cu (0) satisface relatia M'A*= M'B - M'C.
554. Se-dd un punct A pe cercul (0) si doud puncte Inverse

B, C. S& se arate cid dacd M satisface relatia /A2 = MB - MC,
atunci §i inversul M’ al punctului M satisface relatia M'A% =
= M'B - M'C.

555. Se dau trei puncte 4, B, C pe un cerc (0) si un alt punct

M asa ca MA*= MB - MC. Tangenta in A mtllneste dreapta-
BC in O'; tie M’ inversul lui M in raport cu cercul (0) descris

d1n 0’ ca centru cu O’A carazi. Si se arate cd M'A2= M'B - M'C.
~ (556.)54 se demonstreze ci in orice paralelogram ABCD suma
pitratelor laturilor este egald cu suma pitratelor diagonalelor.
w 057. In orice patrulater ABCD suma pitratelor laturilor este
%\gala cu suma patratelor diagonalelor, plus de patru ori patratul
segmentului care uneste mij]oacele diagonaglelor (Euler).

558) S& se demonstreze cd intr-un trapez oarecare ABCD

dtratelor diagonalelor este egald cu suma pétratelor latu-
r11 ne aralele, plus de doud ori produsul bazelor.

Fie ABC DBC doud triunghiuri echilaterale, simetrice
in raport cu BC, P un punct pe cercul descris din D ca centru
cu DB ca razi. Si se arate c¢i PA, PB, PC sint laturile unui
triunghi dreptunghic.

560. Un patrulater ABCD are una din diagonalele sale BD
fixd, cealaltd, AC, de lungime constantd se miscd paralel cu o
directie datd. Sa se gaseascd locul virfurilor A, C stiind cid suma
patratelor laturilor patrulaterului este constanti.

. b6l. Fie A, B, C, D virfurile unui pétrat si M, N, P, Q
ymijloacele laturilor. S4 se demonstreze cd dacd O este un punct
oarecare din plan, expresia

2,042 — Y 0M?
areea valoare aria patratului.
( 562.-Se considerda patratul ABCD, cercul (O) inscris in acest
patrat §i un punct M mobil pe cercul (0). Si se arate ci suma

S = MA® + MB* + MC?+ MD*
este constantd si sd se exprime cu ajutorul laturii patratului.
663. Dacd suma a doud unghiuri opuse intr-un patrulater este

'de 90° si dacd notdm, cu a, b, c, d laturile parcurse in acelasi
sens, iar cu 3, 8’ diagonalele, atunci exista relatia

2(,'2 + b2d2 = 5298’2,
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564. Daca se ia un punct mobil M pe ipotenuza unui triunghi
dreptunghi, s& se arate cd existd relatia

MB? - 1C2+ MC? - AB* = MA? - BC:

+ 565. Si se demonstreze cd daci un triunghi echilateral are
. virfurile pe trei drepte paralele, care au intre ele distantele a, b,
latura triunghiului are valoarea

I=2 VW :
3
566. Si se demonstreze cd M fiind un punct oarecare pe baza
BC a unui triunghi ABC, intre B si C, avem relatia lui Stewart:

AB? - MC + AC* - MB= AM? - BC + MB - }C - BC.

567. Sa se demonstreze ci diferenta pétratelor laturilorA—Bs
AC ale unui_triunghi ABC este egali cu diferenta patratelor
proiectiilor 4’B, A'C pe BC.

568. Fie «, 8 v trei puncte luate respectiv pe laturile BC,
CA, AB ale triunghiului ABC. Si se demonstreze ci relatia

Ba? — Ca? -i—CBZ—ABz—i—AY — By Byt =20

exprimi conditia necesara si suficienti pentru ca perpendicularele
in a, B, v pe laturile pe care se gisesc sd treacd prin acelasi punct.
569. S3 se demonstreze ci intr-un triunghi indltimile sint

concurente.
870. G fiind punctul de intilnire ul medianelor triunghiului

ABC, si se arate cd
3(GA® + GB? + GC? = BC* + CA® + AB
571. S& se demonstreze cd G fiind punctul de intilnire a

medianelor triunghiului ABC si M un punct oarecare in plan,
avem
e . . -— - . —_— —_
MA% + MB? 4+ M(C* = 3MG*+ GA? + GB? 4+ GC>
572. O fiind centrul cercului circumscris de razid R, G punc-
tul de intilnire al medianelor triunghiului ABC avind ca laturi
BC=a, CA=0b, AB=c, si se demonstreze ci

GO‘-’:RE——S)-( 2 4 b2 ¢2).
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573. H fiind punctul de intilnire a inaltimilor din problema
precedentd, sd se arate ci

"HO? = 9R2 — (a® + b2 - ¢%).

574. Se dau trei triunghiuri A,B,C,;, A,B(",, A3B;C,. S& se
arate cd existd un punct M, asa incit

MA: + MB: + MC} =MAZ +MB3+ MC: =MA: - MB: + (e

. 875. Fie O centrul unui patrat ABCD si M un punct oarecare
in planul lui. Si se arate cd

MAS + MB* + MC* + MD* = 4MO* + 84 B2 MO® + AB.
Cind 7 se afld pe cercul inscris pdtratului, avem
MA* + MB* + MC* + MD* = 24R4.

576. Se considerd doud triunghiuri ABC, A’B’C’ simetrice in
raport cu o dreaptd. Sd se demonstreze cd perpendicularele cobo-
rite din A’, B’, C' respectiv pe laturile BC, CA, AB sint concu-
rente.

577. Se proiecteazd virfurile triunghiului A BC in punctele A7,
B’, C’ pe o dreaptd oarecare (A) din plan. Si se demonstreze ca
perpendicularele coborite din A, B’, C’ respectiv pe BC, CA, AB
sint concurente intr-un punct o [ortopolul dreptei (A) in raport
cu triunghiul ABC].

578. Si se demonstreze cd dacd perpendicularele coborite din
virfurile triunghiului ABC pe laturile triunghiului 4'B’C’ sint!
concurente, atunci si perpendicularele coborite din virfurile lui;
A’B’C’ pe laturile lui ABC sint concurente (triunghiurile ABC'
si A'B'C’ se numesc ortologice).

579. Doua triunghiuri ABC, A’B'C’ sint omologice (dreptele
AA’, BB', CC’ se intilnesc intr-un punct I, centrul de omologie).
Perpendlcularele in 4 pe AB AC intilnesc pe A B’ A'C respectiv
in 4., A,. Analog, perpe »ndicularele duse in B si C pe dreptele
(BA, BC) (CB, CA) determing pe (B'A’, B'C"), (C B’, C’A’) punc-
tele (B., B,), (C,, C,). Sa se arate cd perpendicularele coborite
din A, B, C pe dreptele 4,4., B.B,; C,C, sint concurente.

580. Dacd se convine si se considere pozitive segmentele luate
pe laturile triunghiului ABC intr-un anumit sens si negative cele
luate in sens contrar, si se arate cd relatia din problema 568 se
poate pune sub forma

@2 BC+ B8 -CA+ e - IB=0.

a, b. ¢ fiind mijloacele laturilor triunghiului.
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581. Se proiecteazd punctul F din planul triunghiului A BC pe
laturi in «, B, y. Cercul circumscris triunghiului oBy intersecteaza
din nou laturile lui ABC in o', ', y. Sd se arate cd perpendicu-

larele in «', B’, v’ pe laturile BC CA, AB sint concurente.

582. Prin virful 4 al trlunghxulm ABC se duc doud drepte
simetrice in raport cu bisectoarea unghiului A (ceviene izogo-
nale) care intilnesc latura BC in M si N. Si se arate ci

CHl-CN _ ACE
BM-BN AB?
583. S& se arate cd simediana ANV (izogonala medianei A M)

a triunghiului ABC imparte pe BC in raportul.

NB A32

NC  Ac
584. Fie P si Q doud puncte situate pe cevienele izogonale
AM si AN, iar P’, P" si O', O" proiectiile lor pe AB si AC.
Sd se arate cd

(teorema lui Steiner ).

PP'-QQ' = PP" - Q0"

585. Sd se arate cd dacd relatia din problema precedentd este
satisficutd, dreptele AP, BQ sint egal inclinate pe bisectoarea
unghiului A.

586. Fie M un punct oarecare in planul triunghiului ABC. Si
se arate cd simetricele dreptelor A M, BM, C M in raport cu bisec-
toarele unghiurilor A, B, C trec 1 'n acelasi punct NV (inversul
sau izogonalul punctului M).

587. Sd se demonstreze cd simedianele unui triunghi ABC
trec prin acelasi punct K (punctul tui Lemoine).

588. S& se demonstreze cd distantele mutuale dintre izogona-
lele (paralele) cevienelor unui punct de pe cercul circumscris
unui triunghi sint egale respectiv cu segmentele determinate de
laturile triunghiului pe dreapta lui Simson a punctului considerat.

589. Locul mijloacelor antiparalelelor la latura BC a triun-
ghiului A BC este simediana AK. Aceastd dreaptd este de aseme-
nea locul punctelor prin care trec antiparalelele la laturile unghiu-
rilor B si C egale intre ele. S& se deducd de aici cd antiparalelele
duse prin K intilnesc laturile triunghiului in sase puncte situate
pe un cerc cu centrul in K (cel de-al doilea cerc al lut Lemoine).
{ 590. Si se demonstreze ci dacd se impart in acelasi raport
dreptele AK, BK, CK, ce unesc virfurile triunghiului ABC cu

62



punctul lui Lemoine K, antiparalelele duse prin punctele de divi-
ziune intilnesc laturile triunghiului in sase puncte conciclice.

591. Prin punctul lui Lemoine K al triunghiului ABC se duc
,paralelele 4,4, B.B,, C,C, la laturi. Sa se arate cd punctele
\Ay, Aey B., B,, C,, C, se gésesc pe un cerc cu centrul in mijlocul
segmentului OK, ce uneste centrul cercului circumscris cu punctul
lui.Lemoine (primul cerc al lui Lemoine).

592. Se divid indltimile AA’, BB, CC' ale triunghiului A BC
in pdrti proportionale, plecind de la virfuri espre laturi. S se
demonstreze cd proiectiile punctelor de diviziune A", B”, C" pe
cele doud laturi ce corespund indltimii considerate sint sase puncte
4,, A, B,, B,, C,, Cy, conciclice.

593. Se proiecteazd picioarele A’, B’, C’ ale indltimilor triun-
ghiului ABC pe laturi, in punctele A,, 4., B,, B,, C,, C,. Si se
demonstreze cd aceste puncte sint conciclice (cercul lui Taylor).

594. Fie M si M; doud puncte inverse in raport cu triun-
ghiul ABC iar X, Y, Z; X,, Y, Z,, proiectiile acestor puncte pe
laturile triunghiului. S& se arate cd aceste sase puncte se afld pe
un cerc cu centrul in mijlocul @ al segmentului MM,.

;s 995. Pastrind notatiile problemei precedente, si se arate ca:

7L a) daci din punctele X, Y, Z ca centre descriem cercuri care
trec prin punctul M,, ele intersecteazd respectiv laturile BC, CA4,
AB in punctele A,, 4,, By, B,, C,, C; care se afld pe un acelasi
cerc cu centrul in M;

b) dacd din punctele X, Y, Z, ca centre, descriem cercuri care
trec prin punctul M, ele xntersecteaza latumle corespunzitoare
‘BC, CA, BA in punctele Af, A;, B{, B, C1, C;, care se afld pe
un acelagx cerc cu centrul in M, si egal cu precedentul.

596. I fiind centrul cercului inscris in triunghiul 4BC, si se
Kdemonstreze ci proiectia pe bisectoarea din A a unui punct arbi-
trar P al cercului BI/C este centrul cercului circumscris triun-
ghiului podar al punctului P, in raport cu triunghiul ABC.

597. S& se demonstreze cd toate triunghiurile dreptunghice
care au laturile in progresie aritmeticd sint asemenea.

598. Se di un pitrat ABCD. Pe laturile BC si CD se iau
respectiv punctele M si N, asa ca unghiul MAN sd fie de 45°.
Pe BC, in sensul BC, se mai ia un punct P, asa ca BM si fie
egal cu CP. S&d se demonstreze ci

BP -DN = AB -CI.
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599. Si se afle locul punctelor 3 asa ca diferenta patrate-
lor distantelor a doua puncte date A, B, sd fie constanta.

600. Se da un patrulater ABCD in care AB = CD. Se cere
locul punctului M care satisface relatia

WAz + MB? = MC?+ MD:2

601. Se dd un patrulater convex ABCD. Si se demonstreze
cd dacd existd un singur punct pe una din diagonalele AC, BD,
care si se bucure de proprietatea ci produsul distantelor sale la
doui laturi opuse ale patrulaterului si fie egal cu produsul dis-
tantelor la celelalte laturi opuse, atunci orice punct luat pe una
din diagonale se bucurd de aceeasi proprietate.

602: Triunghiurile ABC, A'B’ C’ au acelasi punct de intilnire
al medianelor G, iar A'B’, B’ C’, C'A’ trec prin C, A, B si inter-
secteazd laturile opuse in C” A" , B". S& se arate c& L ,B", C"

impart in acelasi raport latumle BC, C4, AB.

Capitolul XI
RELATII METRICE IN CEEC !

603. Printr-un punct fix din planul unui cerc se duc doud
coarde, variabile, perpendiculare. Sd se demonstreze c& suma
patratelor acestor coarde es!. constanta.

604. Se dau doua cercuri concentrice. Printr-un punct varia-
bil de pe unul din cercuri sc duc doud coarde perpendiculare
in celalalt cerc. Si se dem mnstreze ci suma patratelor acestor
coarde este constanti.

605. In interiorul unui cerc (0) de razi, R, se ia un punct P,
prin care se duc doud coarde perpendiculare AB, CD. Si se de-
monstreze relatia

AB-CD < 2(2R* — 0P?).

606. Fie 4 si B punctele de contact ale unei tangente comune
cercurilor (0) s1 (0,). Din 0, 0, se duc ON si O, M tangente res
pectiv la (0,) si (0). Sa se arate ci

0,42 — 0B% = 0, M* — ON>. |

607. Sa se demonstreze cd dacd doud cercuri sint tangentd
exterioare, atunci tangenta lor comund exteriord este media pro
portionald intre diametrele lor.
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608. Si se demonstreze cd dacd un trapez isoscel este circum-
scris unui cerc, atunci diametrul cercului este media proportio-
nald intre bazele trapezului.

609. Si se demonstreze cd in doud cercuri ortogonale tan-
genta comund este media proportionald intre distanta centrelor
§1 coarda comund §i reciproc.

610. Unind un punct mobil 4, luat pe un cerc, cu doud puncte
fixe M si N, egal depértate de centru, agezate pe acelasi diametru

si ducind coardele A MB si ANC, si se arate ci + !
MB? N(C*?
611. Fie M un punct pe latura BC a unui triunghi ABC, MP

pr01ect1a segmentului A M pe BC. Din A ca centru, cu AC si AM,
ca raze, se descriu arce de cerc care intersecteazs pe BC in c’

si M. Presupunmd AC < AM < AB, si se femonstreze relatiile:

= const.

AB®:— AC*=BC - BC'; AB: — A= BN - BM;
AME—AC*=CM - C'M.

612. Si se demonstreze cd diferenta patratelor a doui laturi
AB, AC ale unui triunghi este te egald cu de doud ori produsul
laturii a treia prin proiectia MP a medianei AM pe BC.

613. Si se construiascd un triunghi A BC cunoscind latura BC,
piciorul A’ al indltimii AA’" pe aceastd laturd si stiind céa
<X BAC = 2 ABC.

614, Si se demonstreze cd intr-un patrulater inscris intr-un
cerc, produsul diagonalelor este egal cu suma produselor laturilor
opuse (teorema lui Ptolomeu).

615. Folosind problema 612, sd se afle locul punctelor M
asa ca diferenta pdtratelor distantelor la doud puncte date A, B
sd fie constanta.

616. Se di o dreaptd (D), doud puncte A si B nesituate pe
dreaptd si un segment de lungime cunoscutd MN = 1. Sa se aseze
segmentul MN pe dreapta (D) astfel ca si fie vdzut din A si B
sub unghiuri egale. Discutie.

617. Se dd un cerc (0) de razi R inscris intr-un unghi. Se
construiesc doud cercuri (0') si (O”) tangente lui (O) si laturi-
lor unghiului si doud cercuri (0;) si (0,) tangente la cercurile
(0') 5i (0), respectiv (0) st (0"), si la una din laturile unghiului.
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a) Si se demonstreze relatia
Jr + Nr' = «/E,
r si r’ fiind razele cercurilor (0,) si (0,).
b) Daca A, si A, sint punctele de tangentd ale cercurilor (0,)
si (0,) cu latura unghiului, si se demonstreze ci A A, = 2R.
618. Se di un sevment de dreapti AB. P fiind un punct

oarecare de ve AB, se duc de aceeasi parte a lui AB semicercu-

rile care au respectiv ca diametre AP si PB. Se construieste tan-
genta lor comund MN.
a) Dreptele AM si BN se intersecteazd in I. Si se afle locul

geometric al punctului /, cind punctul P se miscd pe AB.

b) Segmentul AB = q fiind dat, si se determine prmtr 0 con-
structie graflca punctul P, astfel ca tangenta comund MN si
aibd o lungime datd I

c) Ce relatie trebuie sd existe intre [ i a pentru ca sifie
posibild constructia? Care este valoarea maximd pe care o poate

avea segmentul MN?
619. Se dau doud cercuri de centre A si B. Rezele lor sint R
51 r, iar distanta dintre centrele lor este AB = d. Se duce cercul

de diametru CD, C si D fiind puncte de contact ale unei tan-
gente comune exterioare.

a) Si se demonstreze cd dacd cercurile sint exterioare, si

numai in acest caz, cercul de diametru CD intersecteazd linia cen-
trelor in doud puncte. Care trebnie si fie pozitia relativd a pri-
melor doud cercuri pentru ca ~ercul al treilea sd fie tangent la
linia centrelor?

b) Fie M si N punctele unde cercul al treilea intersecteazi
pe AB. Si se demonstreze ci
AM - AN = R?; BM - BN =r2.
620. Se d4 un triunghi ABC avind ¥ A > 90°.
a) Sd se construiasci pe latura BC punctele M pentru care
AM? = BM - MC.

S3i se arate cd exislti totdeauna doud solutii M; si M,, iar
cevienele A M, si A M, sint izogonale.

b) Fie D si E picioarele medianei gi indl¢imii din virful A.
Si se demonstreze cd M,D = M,E.
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621. Fard a mai tine seama de conditia<xA > 90°, sd se con-
struiascd un triunghi in care cele doud puncte M, si M, din
problema precedentd sd fie confundate. S& se demonstreze ca
intr-un astfel de triunghi:

a) b+ c= a 2;

b) r, h,, r, sint in progresie geometrici. (Notatiile sint cele
obisnuite.

622. Se di patrulaterul ABCD si se noteaza: E=(AB; CD);
F=(AD; BC); I=(AC; BD). Fie (A,) dreapta ortocentrelor
celor patru triunghiuri formate de laturile patrulaterului A BCD
si (A,), (A) dreptele analoge in patrulaterele JAED si IAFB. Ce
conditie trebuie sd indeplineascid patrulaterul ABCD pentru ca
dreptele (A;), (A,), (Ag) sé fie concurente?

623. Se di& triunghiul isoscel ABC (AB = AC)'si fie M un
punct mobil pe BC. Cercurile AMB, AMC intersecteazd laturile
AC, AB a doua oard in punctele B,, C,. Sd se arate cd suma
segmentelor BC; §i CB, este constantd.

624. Se da cercul (0) si punctul exterior P. Fie o un punct
mobil pe cercul dat (0). Cercul (K) ce trece prin P si o inter-
secteazd a doua oard cercul (0) in B. Dreapta «f intersecteazi
tangenta in P ia cercul (K) in punctul M. Si se afle locul punc-
tului M.

625. Si se afle locul geometric al proiectiei ortocentrului
unui triunghi 4 BC pe mediana corespunzitoare virfului 4, stiind
cd punctele B si C sint fixe i cd suma patratelor medianelor
triunghiului este constanta.

626. Si se afle locul punctului M asa ca puterea lui in raport
cu un cere (0) de razd R si fie egald cu péatratul distantei sale
la un- punct dat A.

‘ 627. Si se afle locul punctelor M, care au puteri egale in
\raport cu dou# eercuri date (0), (O') de raze R, K'.

628. Fie ABC un triunghi oarecare, O ‘centrul cercului cir-
cumscris. Pe medianele AA’, BB’ CC’' ca diametre se descriu
cercurile de centre O,, 0,, 0,. Si se demonstreze ca:

a) cercurile (O,), (0,), (O, au ca centru radical ortccentrul
triunghidlui 4 BC;

b) axele radicale ale cercurilor (O,, 0), (0,, 0O), (O, O) intil-
nesc laturtle BC, CA, AB in trei puncte coliniare.

629. Si se afle locul geometric al centrelor cercurilor care
trec printr-un punet fix A si sint ortogonale unui cerc dat.
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630. Se dau doud perechi de puncte A, B si A’, B’ precum si
0 dreaptd (D). Sa se ducd un cerc prin 4 s1 B si alt cerc prin
A’, B’', astfel incit secanta lor comuni si fie dreapta (D).

S& se discute conditiile de posibilitate ale problemei.

631. Se dau doud cercuri (0) si O'). Sd se ducd o secantd
comund cercurilor (0) si (0') care si determine in acestea coarde
egale si asa fel ca secanta comund:

a) s fie paraleld cu o directie datd (A);

b) sd treacd printr-un punct dat P.

Discutie.

632. Fie O punctul comun al diagonalelor unui patrulater
ortodiagonal ABCD si M, N, P, Q proiectiile lui O respectiv pe
AB, BC, CD, DA. Si se demonstreze ca:

a) patrulaterul MNPQ este inscriptibil;

b) laturile opuse ale acestui patrulater se intilnesc pe diago-
nalele patrulaterului ABCD.

633. Existd vreun punct care si aibd puteri egale in raport
cu trei cercuri (0), (0'), (0")?

634. Se dau doud cercuri fixe cu centrele O, si O,, de raze res-
pectiv ry §i rp. Sé se afle locul geometric al centrulul O al unui
al treilea cerc, de razd datd r, astfel ca tangentele comune exte-
rioare, la perechlle de cercuri (0), (0y) si (0), (0,) sd fie egale.
Ce condipie trebuie sd indeplineascd raza r a cercului (0) pentru
ca locul geometric de mai s s& fie chiar mediatoarea segmen-
tului 0,0,°? '

635. Fiind date trei cercuri (0,), (0,), (0;), de raze ry, ry, rs,
si se arate ci existd un cerc (0) de raza r, astfel ca tangentele
lui comune cu cele trei cercuri (0,), (0,), 0.,) sd fie egale.

636. Si se demonstreze ci centrul « al unui cerc, care inter-
secteazd ortogonal® doud cercuri date (0), O’), se giseste pe axa
radicald a acelor cercuri. '

637. S& se demonstreze cid doud cercuri oarecare (C), (C'),
care intersecteazd ortogonal doud cercuri date (0), (O’), au drept
ax3 radicald linia centrelor OO'.

638. Se dau dou# cercuri fixe (0’) si (0”) si se considerd
toate cercurile (C) ortogonale lor. S& se demonstreze cd axele
radicale ale cercurilor (C) cu un cerc fix (0) oarecare trec printr-un
punct fix.

1 Unghiul a doud cercuri este unghiul tangentelor intr-un punct comun.
Doui cercuri se numesc orlogonale cind se intersecteazd in unghi drept.
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639. Sa se demonstreze cd dacid avem doud cercuri ortogonale,
orice diametru al unuia din cercuri este impértit armonic de
punctele lui de intersectie cu al doilea cerc.

640. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului 4BC.
Laturile AB, AC intilnesc a doua oard cercul BOC respectiv in
B, §1 C;. Fie D punctul de 1ntersect1e al dreptelor BC si B,C,.

S& se arate cg cercul descris pe OD ca diametru este ortogonal
cu cercul tangent in A dreptei 4D si cu centrul pe B,C,.

641. Fie G punctul de intilnire a medianelor unui triunghi
ABC. Dreapta AG intilneste cercul ABC in D. Si se demonstreze
cd avem relatia

94G-GD = AB% + BC? 4 CA:

642. Si se determine locul centrelor cercurilor care inter-
secteazd doud cercuri date (0), (O") in cite doud puncte diametral
opuse.

643. Fie A un punct fix pe un cerc (b), BC o coardd varia-
bild asa ca AB? 4+ AC? = const. Se cere locul mijlocului M al

coardei AB,
644. S& se determine locul punctelor M, asa ca intre distantele

MA, MB la doui puncte fixe 4, B sd avem relatia
MA2? + BMB? = K? («, B fiind pozitive).
645. Si se determine locul punctelor M, asa ca
aMA? — BMB? = K2

646. Si se determine locul punctelor M din planul triunghiului
ABC, astfel ca si avem

«MA? + BBM? 4 MC? = K,
«, B, vy, K fiind constante oarecare.

_ 647. Se considerd triunghiul A BC de laturi BC = a, CA = b,
AB = c. Se cere locul lui M din planul sdu, astfel ca

bMB2 + ¢cMC? — aMA? = abe.

648, S& se demonstreze cd produsul a doud laturi AB =,
AC = b intr-un triunghi ABC este egal cu patratul bisectoarei
interioare a unghiului 4, plus produsul segmentelor pe care aceasta

bisectoare le determini pe latura a treia BC = a.
649. Intr-un patrulater ABCD, laturile opuse AB, CD se
intilnesc in P si sint perpendiculare. Sd se demonstreze ci suma
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patratelor celorlalte doui laturi este egald cu suma pétratelor
diagonalelor.

630. Aceleasi date ca la problema precedentd. S& se demon-
streze ci suma pitratzlor celor doud laturi perpendiculare este
egald cu de patru ori pitratul segmentului care uneste mijloacele

celorlalte doud laturi.
651. Aceleasi date ca la problema 649. Si se arate ci suma

pdtratelor diagonalelor este egald cu de doud ori suma péatratelor
segmentelor care unesc mijloacele laturilor opuse.

652. Aceleasi date ca la problema 649, patrulaterul A BCD
fiind inscris intr-un cerc. S& se demonstreze ci diferenta dintre
patratul sumei diagonalelor si pdtratul sumei celor doud laturi
opuse, care nu sint perpendiculare, este egald cu indoitul produ-
sului celorlalte doud laturi.

653. Fie CD o coardi perpendiculard pe diametrul AB al unui
cerc. Prin C si D se duc coardele CM, DN paralele. Se presu-

pune ci coarda CM intilneste cercul in M, pe arcul AD, iar AN
il intilnaste in NV, pe arcul BC. Si se demonstreze cd

iM +AN _BM + BN
AC BC
65L. Intr-un cerc este inscris patrulaterul ABCD. Fie M mij-
locul arcului CD si A’, B’ punctele unde dreptele AM si BM
intilnesc latura C'D. Si se arate cd existd relatia
B _ 5C AD
AB BC 4D
655. Intr-un patrulater inscriptibil ABCD ale carui diagonale
sint prepsndicular:, si se arate ci
(AB — AD) (CB — CD) = BD(2R — 40),
2R fiind diamatrul cercului circumseris.
636. Doui triunghiuri echilaterale ABC, A'B’C’ sint inscrise

in doud cercuri concentrice. Fie P un punct pe cercul ABC; P',
altul pz cercul A'B’C’. S3 se demonstreze ci

,PA’* + PB? - PC'?* = P'A% + P'B? + P'C>.

657. Se considerd un patrulater ABCD gi un punct P in pla-
nul siu. S se demonstreze cd suma puterilor punctului Pin raport
cu cercurile descrise pe cele patru laturi si pe cele dousd diagonale
ca diametre este egald cu de doud ori suma puterilor P in raport
cu cercurile descrisz pe segmentele care unesc mijloacele laturilor
opuse $i mijloacele diagonalelor.
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658. Se considerd un patrulater ABCD inscris intr-un cerc (0)
de razd R. Diagonalele AC §i BD se intilnesc in H. Pe aceste
diagonale, ca coarde, se descriu cercuri d¢ aceeasi razi r, (w,),
(w,) simetrice in raport cu AC, (w3) si (wy) simetrice in raport cu
BD. S se arate 3 existd doud cercuri cu centrul in H 51 tan-
gente celor patru cercuri.

659. Si se arate cd patratul distantei dintre doud puncte
ihverse in raport cu un cerc este egal cu suma puterilor acestor
puncte in raport cu acelagi cerc.

660. Fiind dat un triunghi ABC; si notdm cu D al doilea
punct de interseetie al cercurilor (CA) si (BA) ce trec prin punc-
tele A si C, A 51 B si sint tangente respectiv la AB si AC. Sa se
arate cd AD este simediana unghiului A in triunghiul ABC st
ca simetricul punctului A in raport cu D este pe cercul circumseris
triunghiului A B€.

661. Si se arate cd diferenta putenlor unui punct in raport cu
doud cercuri date este egald cu de doud ori produsul distantei
centrelor celor dowd cercuri prin dxstanta punctului dat la axa
radicald a cercurilor.

662. Dacd A’, A" sint punctele unde un cerc dus arbitrar prin
\\n‘f'ul A al triunghiului ABC intersecteazd latura opusa, M punc-
tul unde acelasi cerc intersecteazd din nou cercul circumseris triun-

vhiului A BC, iar 4, punctul de intersectie al dreptelor A3/ si
C, avem

ILB_4B A'B
A,C AC A'C
S& se deducd de aici teorema lui Steiner (problema 582).
$63. Dacd suma puterilor unui virf al unui triunghi, in raport
cu cercurile descrise din celelalte doud virfuri ca centre, este ace-
easi pentru cele tret virfuri ale triunghiului, centrul radical al
celor trei cercuri este acelasi, oricare ar fi cele trei cercuri. Sise

arate cd acest centru radical este simetricul ortocentrului in raport
cu centrul cercului eircumseris.

664. Se considers un triunghi 4 BC, cu medianele 44,, BB,

CC,. Din fiecare virf, ca centru, se descrie un cerc avind ca raza
latura opusi. Din fiecare mijloc 4,, B,, C,, ca centru, se descrie
un cerc trecind prin virful opus. Si se arate cd aceste doud sis-
teme de cercuri au acelagi centru radical. )

665. O fiind centrul cercului circumscris, / centrul cercului
inscris unui triunghi ABC, R si r razele lor, si se arate cd avem
relatia (lui Euler)

0_12 = R?2 — 2RT‘
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666. Se considerd doud cercuri interioare de centre O, I si de

raze R, r. Sa se arate cd dacd avem relatia

OI* = R? — 2Rr,
atunci existd o infinitate de triunghiuri inscrise in cercul (0, R) si
circumscrise cercului (I, r).

667. Se considerd cele doud cercuri (0) si (I) din problema pre-
cedentd, 4 BC un triunghi inscris in (0) si circumsecris lui (7),
X, Y, Z punctele de tangenta si I,, I,, I, centrele cercurilor exin-
scrise triunghiului ABC. Si se arate cd centrul de asemanare S al
triunghiurilor omotetice XYZ si 1,1,1, si ortocentrul H, al triun-
ghiului XYZ sint fixe, cind triunghiul 4 BC variazi in conditiile
problemei.

668. Se di un triunghi ABC. Fie O centrul cercului circum-
seris, I centrul cercului inscris si « punctul de tangentd al acestuia
cu latura BC. Dreptele AO si Al intersecteazd cercul circumscris
respectiv in A’ si A”. S& se demonstreze cd dreptele A', A"«
se intilnesc pe cercul circumsecris.

669. Fie A’, B’, C' mijloacele laturilor BC, CA, AB ale triun-
ghiului ABC. Cercul descris pe AA’ ca diametru intersecteaza
cercul ABC in A" si fie B”, C” punctele analoge. Si se arate ci
AA", BB", CC" intilnesc laturile opuse in trei puncte coliniare.

670. Intr-un triunghi ABC cercurile descrise pe indltimile AA4,,
BB,, CC, ca diametre intersecteazi cercul circumscris in A,, B,, C,,
iar cercul (0') circumscris triunghiului A,B,C, in A;, By, Cs. S& se
arate cd dreptele A4, A,4;: BB,, B,B;; CC,, C,C, se intersec-
teazd in «, B, v, care sint coliiiare.

671. Fie A’, B’, C’ picioarele indltimilor unui triunghi 4 BC,
B, si C, proiectiile punctelor /" si C pe dreapta B'C’, iar B,, C,
proiectiile punctelor B’, ¢’ pe latura BC. Sa se arate ci:

a) punctele B,, C,, By, C, se afld pe un cerc (I';), al carui cen-
tru este mijlocul segmentului B,C,;

b) cercul (I';) impreund cu cele doud anaolge au ca centru
radical centrul cercului circumscris triunghiului ABC;

c¢) cercurile descrise pe segmentele A’'B’ si A'C’ ca diametre
sint tangente cercului (TY,).

672. Fie D, E, F punctele de contact ale cercului inscris in
triunghiul ABC respectiv cu laturile BC, CA si AB. Si se arate
cd dreptele AD, BE, CF trec printr-un acelasi punct N'(punctul
lui Gergonne al triunghiului).

673. Sa se arate cid dreptele care unesc virfurile triunghiului
ortic A’B’C’ al unui triunghi ABC cu punctele in care medianele
lui A BC intersecteazi a doua oard cercul lui Euler concuri in izo-
gonalul punctului lui Gergonne al triunghiului ortic.
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N 674. Si se arate ci centrul / al cercului inscris intr-un triunghi
ABC este intersectia dreptelor care unesc mijloacele laturilor cu
mijloacele trasversalelor unghiulare AN, BN, CN ale punctului
N al lui Gergonne.

675. S& se arate cd perpendicularele duse din punctul lui Ger-
gonne IV al triunghiului ABC, pe cele trei bisectoare interioare,
intilnesc laturile triunghiului in sase puncte situate pe un cerc,
concentric cu cercul inscris (/) (cercul lui Adams).

676. Fie A’, B’, C’, picioarele indltimilor triunghiului ABC;
M, N, P punctele "unde B'C', C'A’, A'B’ intersecteaza laturile
BC, CA, AB. Si se demonstreze ¢i punctele M, N, P sint coli-
niare (axul ortic).

677. Fie AA’, BB’, CC' indltimile unui triunghi ABC care se
intilnesc in H. Sa se demonstreze ci

HAHA'= HB-HB' = HC- HC'.
/

678. Sa se arate ca cercurile, care admit indltimile AA’, BB’
CC' ale triunghiului A BC drept coarde si intersecteazd ortogonal
cercul circumscris, au dreapta OH, care uneste centrul cercului
circumscris cu ortocentrul, ca ax# radicald comuna.

679. Si se deducd din problema precedenti cd tangentele in
virfurile unui triunghi, la cercul circumscris triunghiului, intil-
nesc laturile opuse in trei puncte coliniare.

680. Fie P,, P,, P, picioarele cevienelor punctului P in raport
cu triunghiul ABC. S& se arate cd perpendicularele coborite din
ortocentrul H pe cevienele AP, BP, CP intilnesc cercurile descrise
respectiv pe segmentele AP,, BP,, CP, ca diametre, in perechile
de puncte X, X'; Y, Y'; Z, Z' ce se gdsesc pe acelagi cerc cu
centrul in P.

681. Si se arate cd perpendicularele coborite din ortocentrul
H al triunghiului ABC pe cevienele unui punct @ intilnesc res-

pectiv cercurile descrise pe laturile BC, CA, AB, ca diametre, in
perechile de puncte X, X'; Y, Y'; Z, Z' ce apar’gm aceluiasi cerc.

682. R,, R,, R, fiind picioarele cevienelor unui punct R in tri-
unghiul ABC, sa se arate cd cercurile descrise pe segmentele AR,
BR,, CR,, ca diametre, intilnesc respectiv cercurile descrise pe
laturile BC, CA, AB ca diametre, in perechile de puncte X, X';
Y, Y'; Z, Z' situate pe un acelasi cerc.

683. Sa se arate cd cercurile descrise pe cele trei diagonale
ale unui patrulater complet ca diametre, luate doud cite doud, au
aceeagi axd radicala.
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684. Sa se arate cd punctele de intilnire ale inaltimilor celor
patru triunghiuri determinate de patru drepte in plan sint coli-
niare.

685. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului A BC, 1
centrul cercului inscris si /, centrul cercului inscris in triunghiul
complementar. Si se demonstreze cd perpendicularele duse din /
pe [A, IB, IC intersecteazd respectiv laturile opuse ale triunghiu-
lui ABC in trei puncte situate pe o dreaptd, care formeazi cu latu-
rile triunghiului un patulater, in care dreapta lui Newton este per-
pendiculari pe dreapta OI,.

686. S& se demonstreze cd cercul descris pe segmentul
cuprins intre centrele S, S’ de aseminare a doud cercuri (0), (0’),
ca diametru, are aceeasi axd radicald cu fiecare din aceste cercuri,
anume axa radicald a acestora.

687. Pe semicercul cu diametrul AB se inscrie patrulaterut
ABCD si se noteazi cu E, F, G mijloacele lui BC, CD, DA. Per-
pend1culara din E pe dreapta BF intersecteazi tangenta in B la
semicerc in P, iar perpendiculara din G pe dreapta AF intersec-
teazd tangenta in 4 la semicerc, in Q. S& se demonstreze ci dreapta
D este paraleld cu CD.

688. Doud cercuri egale (0), (O°) se intilnesc in punctele 4, B.
Un cerc (C), tangent coardei AB in punctul A, intersecteaza cele
doud cercuri in M si N. Sa se arate cd dreapta J/.V trece prin
mijlocul P al segmentului 00"

689. Fie ABCD un dreptunghi inscris intr-un cerc (0), P un
punct pe cerc, Q un punct pe ln‘ura CD. Se proiecteazd Q in E
si F pe PA, PB. QF intilnestc pe AD in G, QF pe BC in H. Si
se arate cd GH trece .prin P,

690. Fie J}/ mijlocul unui arc AB al unui cerc, P un punct
oarecare pe arcul AB; si se arate ci

PA- PB 4+ PM? = MA®

691. Se da un cerc cu centrul O si un punct exterior P. Polara
lui P fata de cerc! 1nt11ne§te pe PO in A. Fie B mijlocul lui PA
51 A perpendiculara in B pe PO. Se considerd un punct M mobil
pe cerc, care se prolecteazd in /V pe A. Si se demonstreze ci rapor-

tul PM?: MN ramine constant cind M se miscd pe cerc.

1 Polara unui punct exterior, fatd de un cerc, este dreapta care uneste punc-
tele de contact ale tangentelor duse din acel punct la cerc.
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. Cercul (0’) de raza R’ este tangent interior in A cercului (0)
de raza H Coarda BC a cercului (0) atinge cercul (0’) in D.AB, AC
intersecteazd cercul (O') in E, F. Si se demonstreze ci

AE-AF _ R
AD? R
*693. S& se construiascd un cerc care sd treacd prin doud
puncte 4, B si si fie tangent unui cere (0).
694. Si se giiseascd pe o dreaptd (D) un punct M, asa ca

suma distantelor MA, MB la dous puncte fixe, A, B si fie datd [
(1 > 31B).

~695. S3 se construiascd un triunghi ABC, cunoscind AB +
+ AC =1, latura BC si indltimea A4

696. Si se construiasci, numai cu rlgla, axa radicald a doud
cercuri care nu se intersecteazi.

697. Fie O mijlocul segmentului AB, C’ un punct intre O si B.
Pe AB, AC ca diametre se descriu doud semicercuri de aceeasi
parte al lui AB. Perpendiculara in O pe AB intersecteazi primul
semicerc in D, pe al doilea in E. Se di CB = a, DE =b. Sa se
giseascd diametrele semicercurilor (a >0).

698. In pentagonul ABCDE lungimile laturilor sint date,

virfurile 4, B fixe, iar unghiurile C si E egale. Si se giseasca
locul virfului D

699. Si se construiascd expresia

b\
-=a(c)
c

700. Sa se construiascd doud cercuri, cunoscind triunghiul
ABC format din axa lor radicald BC, o tangentd interioara CA
si 0 tangentd exterioari AB.

701. S3 se gidseascd centrul unui cerc numai cu ajutorul com-
pasului.

702. S3 se construiascd pentagonul ABCDE, cel ma1 general,
care are laturile paralele cu diagonalele.

703. Pe laturile BC, CA ale unui triunghi ABC se iau lungi-
mile BB’, CC’ proportionale cu doud lungimi date. S& se arate

ed mijlocul lui B'C’ descrie o draapta si cd cercurile circumscrise
triunghiurilor AB'C’ au aceeasi axi radicala.
704. In 1 patrulaterul inscriptibil ABCD, perpendiculara dusd

din C pe AD intersecteazi perpendiculara dusi din D pe "BC in I,
iar perpendiculara din C pe 4 B intersecteazi perpendiculara dusi
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din B pe CD in K. Si se arate ci /K trece prin intersectia H a dia-

gonalelor.
705. Dacd P este un punct al unei drepte 777, al carei orto-

pol in raport cu un triunghi ABC din plan este S, si se arate ca
puterea lui § in raport cu cercul circumscris 'munghmlm podar
XYZ al punctului P in raport cu ABC esle constantd (teorema

lui Lemoine).
706. Si se arate cad ortopolurile laturilor unui patrulater com-

plet, in raport cu triunghiurile formate din celelalte trei laturi ale
patrulaterului, sint coliniare.

Capitolul XII
POLIGOANE REGULATE

707. Se considerd un triunghi echilateral ABC inscris intr-un

cerc i un punct M mobil pe cerc. S& se demonstreze ci
MA%2 4+ MB% 4 MC? = const.

708. Se da hexagonul regulat ABCDEF. Cercul cu centrul in
A, cu raza AD si cercul cu centrul in D, cu raza BD, se intilnesc
in M si N. Cercurile cu centrele in M si N cu razele MD si ND
se intersecteazd a doua oard in P. S& se arate ca dacd O este cen-
trul hexagonului, punctul P :ste mijlocul segmentului A0. Sa se
deducd de aici constructia mijlocului distantei intre doud puncte
numai cu compasul (fara rigia)

709. Pe tangenta in A la un cerc se ia AB egali cu raza. Si
se duci din B o secantd BCD care si intercepteze o coarda CcD

egald cu AB, apoi si se demonstreze cd BC si BD sint egale cu
laturile decagoanelor regulate, convex si stelat, inscrise in acel
cerc.
710. Pe laturile unui hexagon regulat se construiesc, in afara
lui, patrate. Sd se arate cd virfurile acestor pédtrate, care nu sint.
si ale hexagonului, sint virfurile unui dodecagon regulat.

711. Fie I, §i I';, laturile dodecagonului regulat si ale dodeca-
gonului regulat stelat, obtinut unind virfurile prxmulux din 5 in 5,
iar [, latura pétratului, toate poligoanele fiind inscrise in acela§i-
cerc. Sa se arate cd l';, — Ly = I,

712. Se face un nod dintr-o banda de hirtie, care are ldtimea
uniformi gi se netezeste bine hirtia. S& se arate ca figura care se
obtine astfel este un pentagon regulat.
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¥13. Dacid notdm cu & raportul perimetrelor a doud poligoane
regulate, inscris §i circumscris, cu acelagi numéar de laturi si cu
K’ raportul perimetrelor poligoanelor, inscris si circumscris, cu
un numdr dublu de laturi, si se demonstreze cd existd relatia

K’=‘/K+1-
2

714. Fiind dat un cerc de razi [, sd se calculeze latura poligo-
nului regulat inscris cu 24 de laturi.

715. Sa se demonstreze ci doud diagonale ale unui pentagon
regulat, care nu pleacd din acelasi virf, se intersecteazd in medie
§1 extremd ratie.

716. Si se inscrie intr-un cerc dat (0) un triunghi echilateral,
numai cu echerul.

717. Si se demonstreze ci intr-un heptagon regulat ABCDEFG
avem

1 1 1
=—_—+:
AB AC AD

¥18. Fie ABCD un pétrat cu centrul 0. Si se arate cd centrele
cercurilor inscrise in cele opt triunghiuri AOB, BOC, COD,
DOA, ABC, BCD, CDA, DAB sint virfurile unui octogon regulat.
Sa se gaseascd latura b a acestui octogon in functie de latura
pétratului dat.

v19. Si se gHdseascd, numai cu compasul, latura patratului
inscris intr-un cerc dat (0).

720. Intr-un cerc se iau coardele 4B, BC respectiv egale cu
laturile triunghiului echilateral si ale hexagonului regulat, inscrise
in cerc si se unesc mijloacele M si IV ale arcelor AB, BC. Si se
demonstreze cd portiunea din dreapta MN cuprinsd in unghiul
ABC este egald cu latura dodecagonului regulat inscris in cerc.

721. Si se demonstreze cd apotema pentagonului regulat este
egald cu semisuma razei cercului circumscris si a laturii decago-
nului inscris in acel cerc.

722. Si se demonstreze cd coarda care subintinde un arc de
trei ori mai mare decit acela care corespunde laturii decagonului
inscris este egald cu suma dintre raza cercului si latura decagonului.

723. Sa se demonstreze cd raza unui cerc este medie geome-
tricd intre laturile dodecagoanelor regulate inscrise in cerc, con-
vex si stelat.

724. Si se inscrie intr-un patrat ABCD, dat prin virfurile
sale, numai cu compasul, un trrunghi echilateral, avind un virf

in 4 si celelalte doud M, N pe BC si LD
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72b. Si se demonstreze cd latura unui poligon convex cu 20

de laturi este egald cu 1/¥2 inmultit cu diferenta dintre latura deca-
gonului stelat, regulat §i aceea a pentagonului regulat, inscrise
in acelasi cerc.

726. Se considerd un poligon regulat cu un numar nepereche de
laturi, 4,, A, ... Agpyy. Fie A’ punctul diametral opus lui 4,,,, pe
cercul (0) circumscris poligonului. Si se arate ci intre lungimile

A'A,=a,, A'Ay=a,,..., A'A, = a, si raza R a cercului (0)
avem relatia

al_a2+a3_a4+...ia”= H.

727. Se unesc, din doud in doud, virfurile unui poligen P cu
2n laturi. S& se arate ca poligonul Q cu n laturi, care se obtine,
este in acelasi timp convex sau stelat si de aceeasi spetd cu P

728. Sa se calculeze succesiv cu o aproximatie de 0,001 m
raza §i apotema poligoanelor regulate cu 4,8, 16 laturi, avind toate
4 m ca perimetru. Se poate spune, fard a continua calculele, de
cite ori va trebui si se dubleze numarul laturilor, pentru ca si se
obtind o razd si o apotemd care si difere intre ele cu mai putin
de 0,001 m?

Capitolul XIII

N

iRII

729. S se arate cd in orice triunghi findltimile sint invers
proportionale cu laturile pe cai. sint perpendiculare.

730. S& se arate cd aria § a unuil triunghi dreptunghic, in
functie de lungimile m,, m, ale medianelor corespunzitoare celor
doud catete, este datd de formula
S =%«/(4m§ — m2) (4mZ — m}).

t

731. In triunghiul dreptunghi ABC, < 4 = 90°, se duce inil-
timea AD si se proiecteazd punctul D pe "AB, AC in E si F. Se

noteazi DE = «, DF = B. Si se arate ci aria S a triunghiului
ABC este datd de formula l

(o + B)?
2aB

S =
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732. Fie a, b, S lungimile laturilor §i aria unui paralelogram,
iar s aria dreptunghiului format din bisectoarele interioare ale
unghiurilor paralelogramului. Si se demonstreze ca

S 2ab

s (a—b)?

733. Si se arate cd pitratul construit pe tangenta comunid a
cercurilor descrise pe catetele unui triunghi dreptunghic ca dia-
metre este echivalent cu triunghiul dat.

734. Si se demonstreze ci a, b, ¢ fiind laturile triunghiului
ABC, R raza cercului circumscris, S aria, avem

S=a-"b-c: 4R.

735. 2p fiind perimetrul unui triunghi ABC, r raza cercului
inscris, sd se arate cd .
S=p-r. !
736. Si se arate cd in orice triunghi existd relatia
S=p' R,

p' fiind semiperimetrul triunghiului ortic.
737. r,, ry, r. fiind razele cercurilor exinscrise triunghiului
ABC, si se arate ca

S=pP—a)r,=p—8r=(p—c)r.

738. Pe laturile unui triunghi ca diametre se descriu cercuri.
Fie 1,, 15, t; tangentele lor comune, luate cite doud. S& se arate cd

(@40 c)ty-ty 1 = 252

a, b, ¢ fiind laturile, § aria triunghiului.
739. S& se demonstreze ci in orice triunghi

ha+h?+hc>6r,

notatiile fiind cele obignuite.
740. Sa se demonstreze cd intre razele cercului inscris si ale
cercurilor exinscrise avem relatia

1111
re Ty To T

741. Sa se demonstreze ca

/
S = vrr ryr,.
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742, In triunghiurile ABC, A’B'C’ de arii S, S’ avem < 4 =
= < A’; s& se demonstreze ci
S:8"=AB-AC:A'B"-A'C".
743. In triunghiurile ABC, A’B’C’ de arii S, S’ avem < 4 +
+ <X A’ = 180°; si se demonstreze ci
S:S8"=AB-AC:A'B"-A'C"..
744. Pe laturile a, b, ¢ ale unui triunghi ABC se iau segmen-
tele:
CA,=CA'=a,; AB,=AB = b,; BC,= BC' = ¢,

unde A4;, B,, C, sint situate pe laturi in acelasi sens, iar A" B’ C’
pe prelungiri. S4 se demonstreze ci aria cuprinsi intre triunghiu-
rile A’B'C’ si A,B,C, este datd de expresia

AN

2S(ﬂ +0 g i),
a b ¢
unde S este ara triunghiului ABC.
745. Fie AB,CD doua diametre perpendiculare ale unui cerc (0)

de razd R. Din C ca centru, cu CA ca razd, se descrie arcul 4 B.
Sé se calculeze aria cuprinsd intre acest carc si arcul ADB.

746. Fie AA’, BB, CC’ indltimile unui triunghi ABC, A", B”,
C" proiectiile unui punct M interior triunghiului pe laturile BC,
CA, AB. Si se demonstreze &

MA" MB" mc”
+— -+ ——=1
AA’ BE’ cc’

747. Fie H punctul de intilnire a indltimilor A4’, BB', CC’

ale triunghiului ABC; si se demonstreze cd
FA-CA  CF-AF _ AC-BC

AC4 o5 AT LA

AA" BB’ cc'?

748. Paralelele duse prin virfurile A, B, C la laturile opuse ale
unui triunghi intilnesc cercul circumscris triunghiului in A’, B’
C’. S& se arate cd mediatoarele triunghiului A’B’C’ trec prin
virfurile triunghiului ABC. Intre laturile acestor triunghiuri
existd relatia

=1

abc = (o' + &' + ¢’') R
749. Fie in plan doud puncte fixe O, P si doud drepte (3,)
§i (A,) care trec prin 0. Din P ducem paralela la (4,;) si (A,), care
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intersecteazd respectiv pe (A,) si (4) in A4, si 4,, iar picioarele
perpendicularelor din P pe (A,) si (A,) sint respectiv B, si B,. Sa
se demonstreze ci
S =0A, -OB, + 04, - 05,
este independentd de alegerea dreptelor (A,) si (4,).
750. Se d& un triunghi ABC si se duce prin A o paraleld la

BC, pe care se iau punctele D si E astfel ca ¢ ABD =< Csi
g ACE — X B (triunghiurile ABD si ACE exterioare lui ABC)
S& se arate ci:

a) AB+ 4C = |[BC (BD + DE + EO);

b) notind cu § aria trapezului BDEC, cu s aria triunghiului
ABC si cu h indltimea ce pleacd din A in triunghiul ABC, avem

4Ss = h? (AB* + BC* + CA49).

/

751. Fie T punctul de tangentd a doud cercuri cu centrele O,
s1 O, si cu razele ry si r,. Un al treilea cerc, cu centrul O pe tan-
genta comund a cercurilor (0,) si (0,) si cu raza OT = r, intil-
neste din nou aceste cercuri respectiv in A si B. Se cere:

a) S4 se arate cd, dacd cercurile date sint exterioare, aria triun-
ghiului ABT este dati de expresia

27’37'17‘2(7‘1 + rz) .
"+ 1) (1)

Ce schimbare intervine dacd cercurile sint tangente interior?

b) Dreapta AB intersecteazd din nou cercul (0;) in M, iar
cercul (0,) in N. S& se arate cd triunghiul TMN este asemenea
cu triunghiul 00,0,.

c) S& se calculeze lungimile coardelor M T si NT in functie
de razele celor trei cercuri.

d) S& se calculeze distanta de la punctul T la dreapta AB.
< 752. Si se arate cd suma dlstantelor unui punct interior unui
triunghi echilateral la laturile acestuia este constanti.
£.753. Si se arate cd suma distantelor unui punct M interior
unui poligon regulat la laturile acestuia este constanti.

754. O paraleld la latura BC a unui triunghi ABC intilneste
latura AB in D, latura AC in E; dreptele BE si CD se intersec-
teazd in F. Si se demonstreze cd triunghiurile AFD si AFE sint
echivalente.

755. Si se impartd un paralelogram in trei parti echivalente
prin drepte care pornesc dintr-un virf al lui.
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756. Prin punctul D luat pe baza BC a triunghiului 4ABC se
duc dreptele DE si DF, paralele la AB si AC si intersectind aceste
laturi in E si F. S se demonstreze cd aria triunghiului AEF este
medie proportionald intre ariile triunghiurilor BDF si CDE.

757. Fie M un punct arbitrar luat pe latura BC a paralelo-
gramului ABCD, N un punct luat pe 4 ). Si se demonstreze ca
triunghiurile DMN si BCN sint echivalente.

758. Si se demonstreze prin metoda ariilor auxiliare teorema
transversalelor (Menelaus)' si teorema segmentelor determinate pe
laturile unui triunghi de trei drepte concurente, care pleaca de la
virfuri (Ceva) 2.

759. Se considerd un paralelogram .1BCD si un punct exte-
rior O, cuprins intre prelungirile laturilor AD si BC. Dreptele
0OA 51 CD, 0B 51 CD, OB si AC se intilnesc respectiv in E, F si G.
S& se demonstreze cd aria patrulaterului AEFG este echivalents
cu suma ariilor triunghiurilor BGC, CFO, DEO.

760. In interiorul unui trapez A BCD ale cirui diagonale AC,
BD se intilnesc in O, prin extremititile bazei mici CD se duc
doud drepte paralele care intilnesc baza mare in punctele E, F si
diagonalele BD, AC in G si H. Si se demonstreze ci aria penta-
gonului EGOHF este egald cu suma ariilor triunghiurilor AHD,
DOC, CGB.

761. Pe bisectoarea unghiului drept zOy se iau trei puncte
A, B, C, asa ca AB = BC. Se proiecteazi A si C in A’ si C' pe
Oy, iar in B se ridicd o perpéndicularid pe dreapta OB care intil-
neste pe Ox in B’. Si se demo..streze ci aria triunghiului AB'C
este echivalentd cu aria trapezalui AA'C’C.

762. Fie a, B, y centrele patratclor construite in afard pe latu-
rile BC, CA, AB ale triunghiului ABC. Dreptele «ff, ay intilnesc

latura BC in P si Q. Si se demonstreze ci

aria AaPQ = aria A ByQ 4+ aria AACBP.

763. Si se calculeze aria limitatd intr-un semicerc de doua
coarde paralele, prima egald cu latura exagonului, a doua cu aceea
a triunghiului echilateral. .

764. Se di un triunghi ABC si un punct M in planul siu.
Dreptele AM, BM, CM intersecteazi laturile opuse in D, E, F.
S4 se demonstreze prin consideratii de arii ca

i WE | WE_y
AD BE CF
" T Vezi problema 1090.
2 Vezi problema 1097.
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765. Se descriu pe catetele AB, AC ale triunghiului dreptun-
ghic ABC doud semicercuri exterioare triunghiului. S& se arate
cd aria cuprinsd intre aceste semicercuri si semicercul BAC este
echivalentd cu aria triunghiului ABC (lunulele lui Hipocrat).

766. Din punctul de contact O a dou# cercuri tangente egale
(4) si (B) ca centru, se descrie un cerc tangent cercurilor (A4) s
(B); apoi intre cercul (O) astfel descris si cele doud cercuri (A4), (B)
se inscriu alte doud cercuri (C) si (D). Sa se calculeze, in functie
de raza R a cercului (0), aria § a rombului ACBD.

767. Un cerc trece prin virful A4 al triunghiului ABC, atinge
in P latura BC si intilneste laturile AB, ACin Dsi E. Si se
demonstreze ci BC : DE = AB - AC : PA®

768. Sa se giseascd distantele z, y, z ale unui punct M, inte-
rior unui triunghi ABC, la laturile BC, CA, AB, stiind ca ariile
triunghiurilor MBC, MCA, MAB sint proportionale cu trei numere
date «, B, v. 2

769. Se imparte un triunghi ABC in doud pirti echivalente,
in trei moduri deosebite, prin drepte paralele la laturile triun-
ghiului. Si se giseascd raportul dintre aria triunghiului abc for-
mat de aceste drepte si aria triunghiului dat.

770. Se iau pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi ABC
trei puncte A’, B’, C’, asa ca

AC":AB=BA':BC=CB :CA = m.
L]
Sa se determine raportul ariilor triunghiurilor B'AC’, C'BA’,
A'CB’ la aria triunghiului ABC.

771. Aceleasi date ca in problema precedenti. S3 se giseascad
aria triunghiului A'B'C’.

772. Pe laturile unui triunghi ABC, ca baze, se construiesc,
in afard, triunghiurile isoscele BCA’, CAB', ABC’, asemenea. Sa
se arate ci dreptele AA’, BB’, CC' sint concurente.

773. Virful A al unui triunghi ABC este fix, iar virfurile B
si C se miscd pe doud drepte paralele (4;) si (Az). Fie D si E
1ntelsectnle lui AC si AB respectiv cu (A;) si (A,). S& se demon-
streze cd dacd aria triunghiului ABC esie constantd, lungimile
BD si CE sint constante si reciproc.

774. Fie-a, b, ¢, 2p laturile si perimetrul unui triunghi 4 BC;
B,, C, punctele de contact cu BC ale celor doui cercuri exinscrise
care ating laturile AB si AC; C,, 4, si A,, B, punctele analoge
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pe CA si AB. Si se arate ci se poate construi un triunghi cu seg-
mentele B,C,, C,4,, A B, ca laturi si si se giseascd aria § a
acestui triunghi.

775. Fie a, b, c cele trei laturi ale triunghiului ABC (b > ).
Se imparte trlunghlul in doud pérti echivalente printr-o perpendi-
culard JK pe baza BC. Se cere si se calculeze distanta CK la
piciorul acestei perpendiculare si si se dea o constructie geometrica.

776. Si se demonstreze pe figurd ci aria octogonulm regulat
inscris este medie proportionald intre aria pétratului inscris si
aceea a patratului circumsecris.

777. Se considerd un sfert de cerc AOB si un punct oarecare
P pe arcul AB. Tangenta in P la cerc intersecteazd razele AO,

OB respectiv in S'si 7. Se duce PE perpendiculari pe OA si se
cere s se arate cd aria triunghiului AOB este medie proportlo-
nald a ariilor triunghiurilor SOT si OPE.

778. S2 da un triunghi dreptunghic ABC si indltimea AD.
Se ia pe AD punctul M asa ca AM = BC, pe ( CA punctul N asa
caCN = AB, pe BA punctul P asaca BP = AC, pe MA un punct
R asa ca MR = AD. Se cere si se giseasci expresia ariei triun-
ghiului MNP in functie de laturile BC=a, CA=b, AB=rc.

779. Aceleasi date ca in problema precedentd. Si se demon-

streze cd aria triunghiului MNP este indoitul ariei triunghiului
BCR.

780. Aceleasi date. In ce caz ,unctele M, N, P, R sint coli-
niare ?

781. Sa se ducd prin virful A al 1nui triunghi ABC o dreaptd
asa ca proiectind virfurile B, C n B’, C' pe aceastd dreapta,
triunghiurile ABB’, ACC' si fie echivalente.

782. Intr-un triunghi isoscel ABC se di inél;imea principald
h si raza r a cerculul inscris. S se gdseascd laturile, valoarea
comund %’ a celor doud inaltimi egale, raza R a cercului circum-
scris §i aria S.

783 - Prin virful B al triunghiului ABC se duce o paraleld la
latura CA. Pe aceastd paraleld se ia BD = BA. De asemenea, prin
C se duce o paraleld la B4 gi se ia CE = CA. Dreptele BE, CD

intilnesc laturile AC, A B respectiv in N, P. Si se demonstreze
cd triunghiurile ABN BCP, pe de o parte si ACP, BCN, pe'de
altd parte, sint ech1valente

784. Aceleasi date. Dreptele BN, CP se intilnesc in O, iar
AO intersecteaza latura B( in S. Si se demonstreze cd dacad
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AC=0b, AB=c, avem aria AAPC: aria AANB=5b:c¢,
aria AASC: aria AASB = b2:c?, aria ANOC: aria A POB = b*:¢%

785. Si se duci cu echerul printr-un punct M al bazei BC a
unui triunghi ABC, o dreaptd MN care sd-1 impartd in doud par{i
echivalente.

786. Intr-un triunghi ABC se prelungesc laturile, care se
intilnesc in fiecare virf, cu cite o lungime egali cu latura opusa.
Se cere aria hexagonului care se formeazi astfel.

787. Fie AD, AE doui drepte egal inclinate pe bisectoarea
unghiului 4 al unui triunghi ABC, limitate la latura BC. Si se
demonstreze ci

AD* DB -DC AB* _BD-BE

AE: EB-EC 4C* CD-CE
788. Prin virful A al unui triunghi ABC se duc doud drepte
Az, Ay perpendiculare: Az interioara triunghiului, Ay exterioara.
S& se exprime aria triunghiului ABC cu ajutorul celor patru dis-

tante ale virfurilor B, C la dreptele Az, Ay.
789. Printr-un punct M interior cercului (0) se duc doud

coarde AB, CD perpendiculare una pe alta. Cum trebuie si se
ducd aceste coarde pentru ca suma ariilor triunghiurilor MAC,
MBD sa fie cea mai micd posibild ?

790. Sa se determine lungimea AP, luatd pe tangenta in A4 la
un cerc (0), asa ca dreapta PO si intilneascd cercul in B, unde
ducind tangenta BC si marginind-o la tangenta AP, si se formeze
patrulaterul OACB, echivalent triunghiului OAP.

791. Intr-un paralelogram se uneste mijlocul fiecirei laturi cu
extremitatile laturii opuse. Si se gdseascd raportul dintre aria
octogonului interior convex astfel format si aceea a paralelogra-
mului dat.

792, In triunghiul ABC se dau trei drepte AA’, BB', CC’
care se intilnesc intr-un punct O. Se ia simetricul « al lui A in
raport cu A’, apoi simetricul «’ al Iui A’ in raport cu 4 si se fac
operatil analoge cu B si B’, C si C'. S& se demonstreze ci

aria Aafy=3 aria AABC + 4 aria AA'B'C’,
aria Ad'fy' =6 aria AABC + aria AA'B'C’.

793. Se di un pitrat de laturd a; se descrie un cerc concen-
tric cu pdatratul, care determind pe laturile lui coarde egale cu
raza cercului. S& se evalueze perimetrul si aria octogonului format
de partea comund celor doui figuri.
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794, Sa se construiascd un triunghi echivalent cu un pentagon
ABCDE. ‘

795. Si se construiascd un pitrat echivalent cu un pentagon
ABCDE.

796. S3 se construiascd dodecagonul regulat echivalent unui
¢riunghi dat.

797. Sa se gaseascd aria dodecagonului regulat inscris intr-un
cerc de razi R.

798. Fie A, B, C, D, E, F virfurile consecutive ale unui hexagon
regulat inscris intr-un cerc (0) de razi R, PQ o dreaptd care coin-
cide la inceput cu latura AB. Se cere si se giseascd punctul pla-
nului imprejurul cdruia ar trebui si se roteascd dreapta PQ
pentru a aduce punctul P din 4 in O, iar punctul @ din B in D.
S& se calculeze apoi aria descrisi de segmentul PQ in aceasta
miscare de rotatic.

799. Un trlunghl ABC are virful 4 fix, iar B si C se misca pe
doud paralele astfel cd aria lui ramine constantd. Si se arate ci
BC se roteste in jurul unui punct fix.

870. Un trapez ABCD, cu bazele AD si BC are aria constanti
si virfurile 4 si B fixe. S4 se giseascd locul geometric al mij-
locului laturii €D, cind bazele se rotesc in jurul punctelor
A si B.

801. Fie ABC un triunghi oarecare si M, NV intersectiile latu-
rii BC cu dreptele AM, A.V izogonale in raport cu unghml BAC.
Fie P intersectia dr_eptel LV cu -ercul ABC, Q si R proiectiile
lui P pe laturile AC s1 AB. S« se demonstreze ci:

a) produsul AJM - QR reprezin!® indoitul ariei triunghiului
ABC;

b) triunghiurile MCQ si MBR sint echivalente.

802. Fiind date patru puncte A, B, A’, B' intr-un plan orientat®
se cere locul punctului M, asa ca
aria A MAB + aria AMA’B’ — aria AMBA’' 4 aria A MB'A.

803. S& se arate cu ajutorul problemei precedente ci intr-un
patrulater complet mijloacele diagonalelor sint coliniare.

804. Fie A A,B'C", B{B,C'A", C,C;A’B" dreptunghiuri de
arie egald inscrise in triunghiul ABC. Sa se arate ci:

a) perpendicularele ridicate pe mijloacele dreptelor A’A”,
B’'B”, C'C" sint concurente;

1) Se convine si se considerc aria triunghiului PQR pozitivi sau nega-
tivd, dopd cum, alegind un sens pozitiv de parcurgere a perimetrului
triunghinlui, un punct M il parcurge in acest sens sau in sens contrar.
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b) perpendicularele ridicate pe mijloacele dreptelor A’'C", B'A”,
C’'B” sint concurente ;

c) perpendicularele ridicate pe mijloacele dreptelor A;4,, By B,,
C,C, sint concurente;

d) perpendicularele ridicate pe mijloacele drptelor A,Cy, B;A,.
C,B, sint concurente;

e) cele patru puncte obtinute mai sus sint colimiare.

Capitolul XIV

CERCUL: LUNGIMEA SI ARIA LUI; ARC DE CERC
SECTOR

805. Se da un segment de dreaptd AB si pe el doud puncte
oarecare M, N. Si se arate cd suma lungimilor cercurilor cu dia-

metrii AM, MN, NB este cit lungimed cercului cu diametrul
AB. Si se generalizeze pentru mai multe segmente pe aceeasi
dreapta.

Sd se enunte proprietatea corespunzitoare in cazul cind seg-
mentele formeazd o linie poligonala.

806. Si se arate cd dacd pe doud cercuri diferite se iau doua
arce de aceeasi lungime, atunci unghiurile la centru corespunza-
toare, in cele doud cercuri, sint invers proportlonale cu razele
cercurilor.

807. Doud linii poligonale A;A,A4,..4, si B,B,B,..B, au
laturile (A4, B;B,); (A,A; B,B;);.. proportionale. Pe
A,A, 51 BB, se construiesc arce de cerc avind la centru unghiuri
egale (a), pe A,A; si B,B; se construiesc de asemenea arce avind
la centru unghiuri egale ((3) etc. Sa se demonstreze cd raportul

perimetrelor poligoanelor curbilinii A4,4,...4, si B;B,...B, nu
depinde de unghiurile «, B, v

808. Daci trei cercuri sint doud cite doud tangente, care este
raportul intre suma lungimilor acestor cercuri si perimetrul triun-
ghiului format de centrele lor?

809. Daci P12 este perimetrul dodecagonului regulat inscris
intr-un cerc, sd se exprime lungimea cercului cu ajutorul lui p,.

810. Dacii un acelasi cerc este inscris si circumscris la doua
poligoane regulate cu acelasi numar de laturi, si se arate ci lun-
gimea sa este medie proportionald intre lungimea cercului circum-
scris poligonului exterior si lungimea cercului inscris in poligonul
interior.
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811. Dacd doud cercuri sint tangente interior unui al treilea
cerc 51 dacd suma razelor lor este egald cu raza celui de-al treilea,
sd se arate cd arcul cuprins intre punctele de contact, pe cercul
mare, este egal cu suma arcelor respective pe cercurile interioare,
cuprinse intre punctul lor de intilnire cel mai apropiat de cercul
mare s1 punctele de contact cu cercul mare.

_ 812. 54 se arate ci daci se descriu doud semicercuri egale pe
diametrul unui semicerc dat si daci se inscrie un cerc in spatiul
cuprins intre cele trei semicercuri, diametrul acestui cerc este in
raportul 2/3 fatd de diametrul unuia din cercurile egale.

813. Si se arate ci aria unui sector circular este echivalenti
Cu aria unui triunghi care are lingimea arcului de cerc al secto-
rului ca bazi i raza ca iniltime.

814. In doui cercuri diferite, si se arate ci doud sectoare
echivalente au unghiurile invers proportionale cu patratele razelor.

815. Trei cercuri egale sint astfel situate incit fiecare trece
Prin centrele celorlalte doud. S& se exprime, in functie de raza lor
comund R, aria triunghiului curbiliniu cuprins intre cele trei
cercuri.

816. Trei cercuri egale, de razi R, sint tangente doui cite dous
in A, B, C. Si se afle aria triunghiului curbiliniu A BC.

817. Se dau trei cercuri (0), (0y), (0,), de raze R, R, R, si
un sector de unghi «, in cercul (0). Sa se determine in cercurile
(0,) si (Oy) cite un sector, astfel ca suma unghiurilor lor si fie
egald cu «, iar suma ariilor ¢3 fie egald cu aria sectorului dat in
cercul (0). Ce conditii trebu.e si satisfacd razele?

818. Fie C un punct pe dreapta AB, intre punctele A si B.

Pe AB, AC, CB se descriu cmicercuri situate de aceeasi parte
a dreptei AB. S& se demonstreze cd aria cuprinsd intre aceste

semicercuri este echivalentd cu aria cercului descris pe CD ca
diametru, D fiind punctul unde perpendiculara in C, pe AB,
intilneste semicercul cel mare.

819. Se descriu semicercuri, in interior, pe fiecare laturid a
unui patrat. Si se calculeze aria celor patru frunze astfel formate.

820. Din fiecare virf al unui pitrat se descriu arce de cerc
cu raza cit latura. Se formeazi astfel un patrulater curbiliniu.
S4 se afle aria lui.

821. Sa se impartd o coroand circulard, cuprinsd intre doud
cercuri de raze r si K, in trei coroane echivalente. Generalizare.

822. Extremititile A, B ale unei coarde de lungime constanta
alunecd pe un cerc (0). Un punct C luat pe AB astfel incit AC = a,
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CB = b, descrie un cerc (0'). Sa se calculeze aria coroanei cuprinse
intre cele doud cercuri.

823. Se iau punctele B si D la egald distantd de extremiti-
tile arcului unu1 cadran (sfert de cerc) AOC si se duc, pe OC,
perpendicularele BG gi DH. Si se demonstreze ci figura mixti-
linie BGHD este echivalentd cu sectorul OBD.

824. Se dau doui cercuri (0), (O') de raze R si R/3, tangente
exterioare in C. Se duce tangenta comuni exterioardi AA’'. Si
se calculeze aria triunghiului curbiliniu ACA’.

826. Se di un unghi 20y si un cerc (C,), de razi R, tangent
laturilor acestui unghi. Se duce cercul (C,), tangent, cercului (C,)
si laturilor unghiului, apoi (C;) tangent lui (C,) s1 laturilor unghiu-
lui etc., razele acestor cercuri fiind din ce in ce mai mici. Si se
afle limita sumei ariilor tuturor cercurilor (C,), (Cs),..., (C,), cind
n creste indefinit.

Capitolul XV
CONSTRUCTII DE EXPRESII ALGEBRICE

826. Fiind date segmentele a,, a,, a;, b,, by, sd se constru-

. : a,a,a .
iasci segmentul z dat de relatia x = —~-2-2. Generalizare pentru
1ve2
po M2
biby .o bys

827. Fiind date trei segmente de lungime a, b, ¢, si se deter-
mine segmentul z, stiind cd x = ab?c2

828. Care sint constructiile grafice care dau media geometricd
a doud segmente a, b? Si se facd toate pe aceeasi figurd si si
se verifice rezultatele.

829. Si se construiasci segmentul z dat de z = yabed, unde
a,b,c, d sint patru segmente date.

830. Fiind date segmentele a, b, s8 se gaseascid grafic seg-
ab

V=
Sd se construtascd grafic segmentul xz din urmdtoarele expresii
algebrice :

831. z =va®+ 0% + ¢ Generalizare. Aplicatie la extrage-
rea ridacinii patrate a unui numdir.

mentul z =
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832. z = {a® — 0%
833. z = {a® + "
834. z = {a% + 0¥ — L
835. Si se giseascd diferite metode pentru constructia mediei
armonice a doud segmente a, b:
2 1 1
r a N b

4

836. Sa se construiascd segmentul z dat de relatia
1 1 1 1
—=—t—+—-
x a b c

Generalizare.

(Constructia poate servi la  determinarea, intr-un  circuit
electric, a rezistentei echivalente a unor rezistente date, pusein
derivatie.)

837. Si se determine segmentul z dat de relatia

1 1 1 1

x2  a* b

Generalizare.
838. S& se construiasci graflc doud segmente cind se cunosc

suma si produsul lor sau diferenta si produsul lor.
839. Si se rezolve grafic sistemul 72 + y2=d* zy = b
840. Si se determine pe cale graficd radacmlle ecua;iei bipa-
trate z% — 4a%z? — a* = U sisd ¢ discute conditiile de posibilitate.

Capite,’ . XVI
PLANE, DREFTE, UNGHIURI TRIEDRE

841. Printr-un punct M si se ducd o dreaptd care si intil-
neascd doud drepte (D), (D) date in spatiu. S& se studieze dife:
ritele cazuri care se pot prezenta.

842. Si se arate cd se pot construi drepte care sd intilneasca
trei drepte date in spatiu.

843. Fiind date patru puncte, care nu sint situate in acelasi
plan, cite plane se pot duce care sd contind cite treil din aceste

puncte ?
844. Dupi cite drepte se intersecteazi planele din problema

precedenta ?
845. Si se determine locul punctelor din spatiu egal depér-

tate de doud puncte date 4 si B.
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546. S3 se determine locul punctelor din planul (P) egal depér-
tate de doud puncte A si B, nesituate in planul (P).

847. Sa se gaseascd pe o dreaptd oarecare din spatiu un punct
egal departat de doud puncte date A si B.

848. Si se determine locul geometric al punctelor egal depér-
tate de trei puncte A, B, C care nu sint coliniure.

'849. Daca patru puncte A, B, C, D nu sinl situate in ace-
lasi plan, s se demonstreze cd existd un punct O egal depirtat
de ele.

850. Sa se gdseascd un punct intr-un plan dat (P) egal depér-
tat de tret puncte date A, B, C care nu sint situate in planul (P)
si nici nu sint coliniare.

851. Se da intr-un plan (P) o dreaptd fixd AB si o dreaptad
mobild (D), paraleld cu AB. Se cere locul piciorului perpendicu-
larei coborite dintr-un punct dat O, din spatiu, pe dreapta (D).

852. O dreaptd (D) se roteste intr-un plan (P) in jurul punc-
tului 4 situat pe (D). Se cere locul proiectiei punctului dat O,
din spatiu, pe dreapta (D).

853. Un triunghi ABC dreptunghic-in A se roteste in jurul
unei catete AB. Care este locul virfului C?

854. Fiind date doud puncte A, B, de aceeasi parte a unui
plan (P), s& se determine un punct M, pe planul dat, asa ca
AM — MB s3 aiba cea mai mici valoare posibili.

855. Se di o dreaptd (D) si doud puncte A4, B, nesituate in
acelasi plan cu dreapta. Si se giseascd pe dreapta (D) un punct
M asa ca suma AM - MB si aiba cea mai micd valoare.

856. S& se determine locul punctelor din spatiu egal depar-
tate de doud drepte paralele.

857. Si se determine locul punctelor din spatiu egal departate
de doud drepte concurente.

858. Si se determine locul punctelor din spatiu egal departate
de trei drepte situate in acelasi plan, care nu sint concurente.

859. Se dau doud plane (P) si (Q), iar in planul (Q) trei drepte
neconcurente. Se cer punctele din planul (P) egal depéartate de
cele trei drepte. .

860. Trei plane se intilnesc, in general, intr-un singur punct.
S3_se studieze cazurile care se mai pot prezenta.

- 1. Doud drepte (D), (D’) nu sint situate in acelasi plan. Sa
s ducd o dreaptd care s le intilneascd si care si fie paraleld cu
o a treia dreaptd datd (A).

862. Se dau in spatiu o dreaptd (A) si doud puncte oarecare
P si (. Se iau simetricele P’ ale punctului P fatd de  fiecare
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punct al dreptei (A), apoi simetricele Q' ale fiecarui punct al drep-
tei (A) fata de Q. Sa se arate ci toate punctele P’ si Q' sint
situate in acelast plan (R), paralel cu (A).

863. Se dau trei plane paralele (P), (R), (Q) si punctele A, B
in planul (P), iar C, D in planul (Q). Dreptele AC, BC, BD, AD
intilnesc planul (R) in punctele £, F, G, H.

a) Sa se arate cad figura EFGH este un paralelogram. Notind
cu d, si d, distantele dintre planele (P), (R), respectiv (R), (Q),
ce relatie trebuie sa existe intre AB, CD, d, si d, pentru ca para-
lelogramul sd devind dreptunghi, romb, patrat?

b) Ce se intimpla cu paralelogramul EFGH, cind segmentele
AB si CD, raminind in planele respective, capdtd misciri de
translatie ?

864. Se dau doud plane (P), (), o dreaptd (D) nesituati in
aceste plane si un punct O in planul (P). Sa se aseze un segment
AB, de lungime dat#, cu extremitatile A si B respectiv in pla-
nele (P) si (Q), astfel ca sa fie paralel cu dreapta (D), iar A si
fie la o distantd datd a de O. Discutie.

865. Se dau doud drepte (D) si (D’) situate intr-un plan (P)
si o0 a treia dreaptd (A) paraleld cu planul (P). Prin dreapta (A)
sd se ducd un plan care sd intilneascd dreptele (D) si (D’) in
punctele A si B astfel ca segmentul AB si aibd o lungime dati.

Sint cazuri in care problema nu este posibild? Sint cazuri in
care problema este nedeterminata?

866. Sa se construiascd o dreaptd perpendiculara pe doud
drepte date (D) si (D’) nesit..ate in acelasi plan, pe care le intil-
neste (pergendiculara comund celor doud drepte).

867. Sa’'se arate cd portiu'.ca perpendicularei comune a dou#
drepte (D) si (D'), cuprinsa intre punctele ei de intersectie cu
acele drepte, este cea mai scurtd distanti intre un punct al drep-
tei (D) s1 un punct al dreptei (D’).

868. Fiind date punctele A, B, C, D, nesituate in acelasi
plan, se uneste A cu B, Beu C, C cu D, D cu A s5i se formeazi
astfel un patrulater strimb. Sa se arate cd mijloacele laturilor
sint virfurile unui paralelogram.

869. Tn ce caz se poate duce printr-o dreaptd (D) un plan per-
pendicular pe o alta dreapta (D’)?

870. S& se demonstreze cd dacd doud drepte (D) si (D') sint
perpendiculare, fird sa fie situate in acelagi plan, perpendicularele
coborite din punctele dreptei (D) pe dreapta (D’) formeazi un plan.

871. Se di un plan (P) si o dreaptd (D) care intilneste planul
in A, fird a fi perpendiculari pe el. Sa se ducéd prin A, in pla-
nul (P), o perpendiculard pe dreapta (D).
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872. Si se demonstreze cd un plan paralel la dou& laturi opuse
ale unui patrulater strimb determind pe celelalte doud seg-
mente proportionale.

873. Sd se ducd printr-o dreaptd data (/) un plan perpendi-
cular pe un plan dat (P).

874. Sa se determine locul puunctelor egal departate de doud
plane paralele.

875. Sd se determine locul punctelor egal departate de doua
plane oarecare.

876. Sa se arate cd perpendicularele coborite dintr-un punct
M pe fetele unui diedru fac un unghi egal sau suplimentar cu
unghiul plan al diedrului dat.

877. Un plan P intersecteazi laturile AB, BC, CD, DA ale
unui patrulater strimb in L, M, N, P. Sa se demonstreze c3

AL -BM -CN -DP = BL - C7 - DN - AP.

878. Sa se giseascd locul geometric al dreptelor care trec prin-
tr-un punct O si care fac unghiuri egale cu dreptele Oz, Oy.

879. Sa se giseascd locul geometric al dreptelor care trec
printr-un punct O si care fac unghiuri egale cu doua plane date
(P) 51 (P).

880. In planul (P) se dau cercul (0) si doud puncte 4, B in
care se ridicad perpendicularele (A) si (A;) pe planul (P). Pe
dreapta (A) se ia punctul C, iar pe dreapta (4,) punctul D, astfel

m .
incit A:C-=—- Sa se construiascd pe cercul (O) un punct M

BD n
astfel incit unghiurile sub care se vad din M segmentele AC s
BD sa fie egale. Discutie. -

881. Se da un plan (P), o dreaptd (D) cuprinsd in plan, un
punct A exterior planului §i un unghi «. S4 se determine pozitia
unui triunghi echilateral ABC care are latura BC cuprinsi in

planul (P) si paraleld dreptei (D), iar latura A B face unghiul « cu
planul (P).

882. Si se determine locul punctelor egal depirtate de trei
plane care se intersecteazd dupid trei drepte paralele.

883. Sa se determine locul punctelor egal depirtate de fetele
unui triedru.

884. Si se giseascid locul punctelor egal depirtate de trei
drepte paralele care nu sint situate in acelasi plan.

885. Sa se gdseascd locul punctelor egal depirtate de muchiile
unui triedru.
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886. Si se arate cd figura simetricd a unui triedru, in raport.
cu un punct O din spatiu, este un triedru care are elementele sale
egale cu ale celut dat, dar nu i se suprapune.

887. Sa se arate cad figura simetricd a unul triedru, in raport.
cu o dreaptd, este un triedru egal cu cel dat.

888. Se uneste un punct O din spatiu cu virfurile 4, B, C
alt unui triunghi situat in planul (2). Un plan (Q) intersectoazs
muchiile OA, OB, OC in a, b, c. Si se demonstreze ca bc §i BC. ca si
CA, ab si AB seintersecteazd in trei puncte A’, B’, C’ colinare.

889. 'S se demonstreze cu ajutorul problemei precedente urma-
toarea teoremd de geometrie pland: dacd dreptele care unesc vir-
furile A cu A’, B ¢u B’, C cu C' a doua triunghiuri ABC, A'B'C’
sint concurente, atunci laturile (BC, B'C’); (CA, C'A’); (AB,
A'B’) se intilnesc in trei puncte coliniare. (Triunghiurile ABC
si A'B’C’ se numesc omologice).

890. Sa se demonstreze cd cele trei plane duse prin muchiilé
unui triedru, perpendicular pe fetele opuse, se intersecteaza dupé
o aceeasi dreapta.

891. Prin virful unui triedru se duce in planul fiecdrei fete
cite o perpendiculard pe muchia opusid. S& se demonstreze ci
cele trei perpendiculare sint situate in acelasi plan.

892. Si se demonstreze cd dacd un triedru are doud unghiuri
drepte, fetele opuse sint cadran{i (unghiul unei fete este de 90°)
si reciproc, dacd doud fete sint cadrant1 triedrul este bldreptun-
ghlc Intr-un asemenea triedru fata a trela mdasoard unghiul
diedru opus.

893. Se uneste un punc’ J cu virfurile unui patrulater plan
ABCD. Cum trebuie si se ducd planul (P), asa ca punctele a, b, ¢, d
de intersectie cu OA, OB, OC 7D si formeze un paralelogram ?

894. Aceleasi date. Cum ! cbuie ales' punctul O astfel ca figura
abed sa fie un dreptunghi?

895. Aceleasi date. Cum trebuie ales punctul O in spatiu pen-
tru ca figyra abed si fie un romb? ,

896. Aceleasi date. Cum trebuie ales punctul O in spatiu
pentru ca figura abcd sid fie un pidtrat?

897. Se intersecteazd un triedru, cu virful in O, printr-un plan
care intilneste muchiile A, B, C. Se ia un punct A/ in planul
triunghiului ABC prin care se duc paralele la muchiile OA, OB
OC pind intilnesc fctele OBC, OCA, OAB respectiv in P, ()

Notind OA = a, OB =b, OC = ¢, MP = z, MQ = y, MR_Fz,
sd se giseascd valoarea sumei

T,y k4
it I AP
a b c
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898. Se da un plan (P) si un punct O e:xterior planului. Fie A
piciorul perpendicularei dusa din O pe plan, iar B si C alte doua
puncte in acelagi plan. Fie un punct D p- dreapta OA si E, F
proiectiile lui D pe OB 51 OC. Sa se arate c.i:

a) patrulaterul BCFE este inscriptibil:

b) pentru ca triunghiul DEF sa fie echilateral, strebuie ca

0B = 0C si 0_1 =—0_£-
AB  BC

899. Se intersecteazd un unghi triedru printr-un plan (P) care
intilneste muchiile in punctele 4, B, C. Sa se giseascd locul punc-
tului de intilnire & al medianelor triunghiului 4 BC, cind planul
(P) se miscd, A raminind fix.

900. Aceleasi date. Locul punctului G cind planul (P) variazi,
latura BC raminind fixa. )

901. Un plan intersecteazd muchiile unui triedru tridrept-
unghic in A, B, C. S4 se demonstreze ca proiectia virfului O al tri-
edrului pe planul dat este ortocentrul H al triunghiului ABC.

902. Aceleasi date ca in problema precedentd. Si se demon-
streze ca pdtratul ariel triunghiului A BC este egal cu suma patra-
telor ariilor triunghiurilor OBC, OCA, OAB.

903. Fie A, B, C trei puncte respectiv pe muchiile Oz, Oy,
Oz ale unui triedru. Dacd AB trece printr-un punct fix I si BC
trece printr-un punct fix J, atunci AC trece printr-un punct fix K.
Punctele 1, J, K sint coliniare.

904. Doud drepte (A), (A’), nesituate in acelasi plan, sint
intersectate de un plan (P) in doud puncte, M si M’'. Care este
minimul segmentului MM’ cind planul (P) se misca, rdminind
paralel cu el insusi?

905. Se di un plan (P), o dreaptd (A) in acest plan si doud
puncte A, B exterioare planului. Se cere si se giseascd pe (A)
un punct X, astfel ca dreptele 41X si BX sh fie egal inclinate
pe plan. :

908. Fie (A) si (A’) doud drepte perpendiculare in spatiu, 4B
perpendiculara lor comuni. Se duce un segment CD de lungime
constantd, sprijinit cu extremititile pe (A) si (A’). Se cere locul
geometric al centrului sferet circumscrise tetraedrului ABCD si
al mijloacelor segmentelor ce unesc mijloacele muchiilor opuse
ale tetraedrului.

907. Se considerd un patrulater strimb ABCD si un punct O.
Si se demonstreze ca planele duse prin O si prin fiecare din latu-
rile patrulaterului intilnesc laturile opuse in puncte situate in
acelasi plan.
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908. Se considerd un patrulater strimb si un plan (P). Sa se
arate ci planele duse prin fiecare din laturile patrulaterului si
prin punctele de intilnire ale planului (P) cu latura opusd trec
printr-un acelasi punct.

909. Se considera in planul (P) un patrulater inscriptibil
ABCD si un punct O exterior planului. Si se demonstreze ci
existd relatia

OA%(BCD) + OC¥ABD) = OB¥ACD) + OD%CAB),

unde (BCD) este aria triunghiului BCD etc.

910. Fie ABC si A'B'C’ doud triunghiuri situate in doud plane
diferite (P) si (P’). Se presupune ¢i planele duse respectiv prin
A, B, C, perpendiculare pe B'C’, C'A’, A'B’, se intersecteazd
dupa o dreaptd (A). Sd se arate ca:

a) triunghiul A,B,C,, proiectia triunghiului ABC pe planul
(P), este ortologic cu triunghiul A’B'C’;

b) orice triunghi A BC, care se bucura fatd de triunghiul A’'B’C’
de proprietatea presupusi, se poate obtine cu ajutorul unui tri-
unghi ortologic oarecare al lui A’B'C’;

c) reciproc, planele duse prin A'B’C’ perpendiculare pe
BC, CA, AB se intersecteazd dupd o aceeasi dreaptd (A').

Ca~ "tolul XVII
PROIECTII

911. Si se demonstreze cu trei puncte coliniare au ca proiectii,
pe un plan, de asemenea trei puncte coliniare.

912. Trei puncte coliniare 4, B, C se proiecteazd in a, b, c
pe planul (P). Si se demonstreze c¢i AB :BC = ab : be.

913. Trei puncte coliniare A, B, C se proiecteazd in a, b, ¢ pe
o dreaptd (A). Sa se dernonstreze cdi AB:BC = ab : be.

914. Se proiecteazd un triunghi oarecare ABC din spatiu
pe un plan (P). Sa se demonstreze ci proiectia centrului de greu-
tate G al triunghiului A BC este centrul de greutate al triunghiu-
lui proiectat A'B'C’.

915. Si se demonstreze cd daca o figurd din spatiu se pr01ec-
teazd pe doud plane care se intilnesc (P, Q), dupd doud drepte
(D) si (D), atunci figura din spatiu este o dreaptd (A). Care este
cazul de exceptie?
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916. Si se demonstreze cid doud drepte paralele (D) si (D)
au ca proiectii pe un plan (P), in general, douad drepte (d) $i (d')
paralele.

917. Doud plane (P) si (P’) se intersecteazd dupd o dreaptd
AB. Si se demonstreze cd proiectia pe planul (P) a unei drepte
CD, perpendiculare pe planul (P’), este o dreaptd perpendiculard
pe AB.

918. Printr-o dreapta dati (A) si se ducd un plan (P) pe care
proiectille a doud drepte date (D;) §i (D,) sd fic paralele.

919. Se da un patrulater strimb ABCD. Si se arate cid se pot
gasi plane pe care patrulaterul dat sd se proiecteze dupa un para-
lelogram. .

920. S& se demonstreze ci proiectia pe un plan (P) a unui
unghi drept AOB. in care latura AO este paraleld cu planul (P),
este lardsi un unghi drept.

921. Si se demonstreze cd dacd proiectia unui unghi drept
AOB din spatiu, pe un plan (P), este iardsi un unghi drept aob,
atunci una din laturile OA, OB este paraleld cu planul

922 Se proiecteazd pe un plan (P) un unghi drept AOB, ale
carui laturi nu sint paralele cu planul (P). Sa se arate in ce caz
unghiul obtinut aob este ascutit si in ce caz este obtuz.

923. Se considera doud drepte oarecare (D) si (D,) in spatiu.
S& se afle locul 'geometric al punctelor care se proiecteazi intr-un
punct dat O, pe (D)) si in alt punct dat O, pe (D).

924. Si se arate cid dacd intr-un tetraedru ABCD muchiile
AB si BD sint perpendiculare si de asemenea AC si CD sint per-
pendiculare, piciorul inaltimii din virful A se afld pe cercul
circumscris triunghiului BCD.

925. Sa se determine un plan pe care un triunghi oarecare
ABC se proiecteaza ortogonal dupd un triunghi echilateral. Si
se construiasci.

Capitolul XVIII
POLIEDRE : PROPRIETATI

926. Sia se demonstreze cd intr-un paralelipiped diagonalele
se intilnesc in acelasi punct.

927. Si se.demonstreze cd un segment, care trece prin centrul
O al unui paralelipiped §i este marginit la doud fete opuse, este
impartit in doua parti egale de 0. -
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928. Sa se demonstreze cid diagonalele unui paralelipiped
dreptunghic sint egale.

929. Si se demonstreze ci un paralelipiped cu diagonalele
egale este dreptunghic.

930. Sa se demonstreze cd intr-un paralelipiped dreptunghic
patratul unei diagonale este egal cu suma pétratelor celor trei
dimensiuni ale sale.

931. Sa se demonstreze ci planele perpendiculare pe muchiile
unui tetraedru, duse prin mijloacele lor, se intilnesc intr-un punct.

932. Si s2 demonstreze ca perpendicularele ridicate pe fetele
unui tetraedru, in centrele cercurilor circumscrise acelor fete, se
intilnesc in acelas1 punct.

933. Si se demonstreze cd dreptele, care unesc mijloacele
muchiilor opuse ale unui tetraedru, se intilnesc intr-un punct G.

934. Si se demonstreze ci dreptele ), care unesc virfurile unui
tetraedru ABCD cu punctele de intilnire ale medianelor fetelor
opuse, se intilnesc in acelasi punct G.

935. Sa se demonstreze cd punctul G din problema precedentd
este acelasi cu cel din problema 933.

936. Se ridicd intr-un punct al bazei unei piramide regulate
o perpendiculard care intilneste fetele laterale, sau prelungirile
lor, intr-un numaér oarecare de puncte. S& se demonstreze ci suma
distantelor acestor puncte la piciorul perpendicularei este con-
stanta.

937. S4 se demonstre .. ci planele bisectoare ale diedrelor
interioare ale unui tetraedru se intilnesc intr-un punct.

938. S& se arate cum  poate ob’gme un tetraedru ABCD,
avind muchiile opuse 4B si CD, AC si BD egale.

939. S se arate cum se poate obine un tetraedru ABCD, avind
muchiile opuse AB si CD, AC si BD, AD si BC egale.

940. S se arate cum se poate obt,me un tetraedru in care
doua muchii opuse sint perpendiculare.

941. Si se demonstreze ci dacd un tetraedru are doud perechi
de muchii opuse perpendiculare i muchiile care compun a treia
pereche sint perpendiculare.

942. Si se demonstreze c4 intr-un tetraedru A BCD cu muchiile
opuse perpendiculare 2, perpendicularele coborite din virfurf pe
fetele opuse, adica indl{imile tetraedrului, se intilnesc in acelasi
punct.

1) Aceste drepte se numesc medianele tetraedrului.
2) Un astfel de tetraedru se numesle orfogonal.
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943. In ce caz perpendicularele ridicate pe fetele BCD, CAD,
ABD, ABC ale unui tetraedru ABCD, in punctele de intilnire A’
B, C’ D’ ale inaltimilor, se intilnesc in acelasi punct?

'944. Si se demonstreze ci intr-un tetraedru ortogonal suma
patratelor muchiilor opuse este aceeasi pentru toate perechile de
muchii opuse.

. 945. Si se demonstreze ci perpendicularele comune ale muchi-
ilor opuse intr-un tetraedru ortogonal se intilnesc in punctul comun
inaltimilor tetraedrului.

946. Si se demonstreze ci intr-un tetraedru ortogonal ABCD
suma diedrelor si a unghiurilor ce fac muchiile cu fetele, este egala
cu 12 unghiuri drepte.

947. Si se demonstreze cd daci intr-un tetraedru A BCD ariile
fetelor sint egale, atunci fiecare muchie este egald cu muchia
opusd.

948. Se da in spatiu un punct O si un cerc de centru o pe care
se gisesc virfurile A, B, C, D, ale unui patrula er convex. S& se
demonstreze relatia

AB -BD -AD -OC:+ BC -CD - BD -04A® —
= AB -BC -AC -OD:+ AC -CD - AD -0OB-

949. Sa se demonstreze teorema lui Ptolomeu, relativd la un
patrulater inscriptibil, cu ajutorul problemei precedente.

950. Si se demonstreze cu ajutorul relatiei din problema 948
cd intr-un patrulater inscriptibil raportul diagonalelor este egal
cu rapertul dintre sumele produselor laturilor care pleacd din
extremitdtile fiecdrel diagonale.

951. Fie-A’, B’, C', D' punctele de intilnire ale inaltimilor
triunghiurilor BCD, CDA, ADB, ABC care sint fetele tetraedrului
ABCD. Sa se demonstreze cd planele care proiecteazid dreptele
AA', BB', CC', DD' pe fetele BCD, CDA, ADB, ABC se intil-
nesc in acelasi punct.

952. Se considera. un tetraedru OABC ale cirui muchii sint
prelungite indefinit si un plan variabil (P), paralel cu fata ABC si
taind muchiile OA, OB OC in A, B, C'. Fie «, B, v rmJloacele
laturilor BC, CA, AB S4 se arate cd printre toate planele (P)
existd unul (P,), asa ca dreptele A'ax, B'B, C'y s& fie paralele.

953. Aceleasi date. S& se arate ci pentru un plan (P) diferit
de (P,), dreptele A'«, BB, C'y se intilnesc in punctul M.

954. Aceleasi date. S& se gaseascd locul geometric al punc-
tulut M, cind planul variazi.
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955. Fie SABCD o piramidd avind drept bazia un drept-
unghi ABCD. Se proiecteazd A, D in 4’, D’ pe muchiile SC, SB.
S& se demonstreze cd triunghiurile SBC, SA’D’ sint asemenea.

956. Fie G punctul de intilnire a medianelor unui tetraedru
ABCD. Se considera sfera care trece prin A si este tangentd in
G planului BGC. Sa se demonstreze cd, F fiind punctul unde DG
intilneste din nou aceastd sferd, avem

AG? = DG -GE.

957. Si se demonstreze cad planul bisector al unui diedru.
intr-un tetraedru, imparte muchia opusd in segmente proportio-
nale cu ariile fetelor adiacente.

958. Dacd suma fetelor fiecirui triedru dintr-un tetraedru
ABCD este egald cu doua unghiuri, drepte, atunci muchiile opuse
sint egale doud cite doui.

959. Se iau pe muchiile AD, BD, AC, BC ale unui tetraedru
regulat ABCD punctele E, F, G H. In ce caz figura EFGH este
up patrat?

960. Fie SABC un tetraedru, M, N. P. Q punctele de intilnire
a medianelor triunghiurilor ABC SBC SCA, S4AB. Prin acaste
puncte se ridicd perpendiculare pe fetele c'or-espunzétoare si seiau

pe ele lungimile MS,, NA,, PB,, QC,, asa ca
MS, : aria ANABC = NA; wia ASBC = PB, :aria ASCA =
=QC,:~ia ASAB.

Si se arate cd medianele tetraedrelor SABC si S;.4,B,C, se mtll-
nesc in acelagi punct.

961. Si se demonstreze cd, intr-un tetraedru, patratul unei
mediane este egal cu.a treia parte din suma pétralelor muchiilor
care pleacid din acelasi virf cu mediana, mai putin a noua parte
din suma patratelor celorlalte muchii.

962. Si se demonstreze ci intr-un tetraedru suma pi#tratelor
medianelor este egald cu 4/9 din suma péatratelor muchiilor.

963. Sa se demonstreze ci pitratul distantei dintre mijloacele
a doud muchii opuse ale unui tetraedru este egald cu a patra parte
a diferentei dintre suma péatratelor muchiilor neconsiderate si din-
tre suma patratelor celor doud muchii considerate.

964. Si se demonstreze cd suma pé#tratelor distantelor dintre
mijloacele muchiilor opuse, luate doua cite doua, este egala cu a
patra parte din suma pitratelor muchiilor tetraedrului.
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965. Se da diagonala unui cub. 'S& se gidseascd printr-o con-
structie plana latura cubului.

966. Sa se intersecteze cu un plan un diedru, asa fel ca inter-
sectiile lui cu cele doud fete ale diedrului s& formeze un unghi
drept

967. Se considerd un tetraedru SABC. Dindu-se haza ABC,
se cere sa se determine virful § astfel ca triunghiurile SAB, SBC,
SCA si fie echivalente.

Capitolul XIX
POLIEDRE: ARII, VOLUME

968. Stiind cd cele trei dimenstuni a,,b, ¢ ale unui paraleli-
piped dreptunghic sint proportionale cu trel numere date «, B, v
si cunoscind volumul V' al paralelipipedului, si se determme
dimensiunile a, b, c.

969. Si se calculeze aria totald S a unui paralélipiped drept-
unghic, cunoscind diagonala d si suma s a celor trei dimensiuni
a, b, c.

970. Sa se calculeze volumul piramidei OABC, care se obtine
luind segmentele OA = a, OB = b, OC = ¢ pe muchiile unui
triedru tridreptunghi.

971. Si se gidseascd volumul unei prisme drepte, a cirei bazi
este un hexagon regulat de laturd « si a carei inaltime este egald
cu b.

972. Si se calculeze volumul V, aria laterala s si aria totald §
a unei piramide regulate, avind ca bazi un hexagon regulat de
latura « si inaltimea b.

973. Sa se calculeze volumul V si aria totald.S a unei pira-
mide regulate a cdrei bazi este un hexagon regulat cu latura « si
a carei muchie este egald cu 2a.

974. Si se calculeze volumul tetraedrului regulat a carui
muchie este egald cu a.

975. Se dau trei drepte paralele xz’, yy’, zz’, nesituate in

acelasi plan. Se ia pe prima dreaptd un segment AB de lungime
data si pe celelalte doud cite un punct C, D. S& se demonstreze
cd volumul tetraedrului 4 BCD este independent de pozitia seg-

mentului AB pe zz’ si de aceea a punctelor C si D pe yy' si zz'.
976. O prismd oblica ABCDA'B'C’D’ aré ca bazi un trapez
ABCD. Sa se demonstreze ca volumul sdu este egal cu produsul
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semisumei fetelor paralele ADD’A’, BCC'B’ prin distanta dintre
planele acelor fete.

977. O piramida are baza un patrat, iar fetele laterale triun-
ghiuri echilaterale. Si se gdseascd latura bazei cunoscind volu-

mul V.
978. In piramida triunghiularda OA BC, muchiile 04, OB, OC

sint perpendiculare doui cite doud. Presupunind ci se dau lungi-
mile OA = a, OB =b, OC = ¢, si se giseascd aria triunghiului
ABC, precum si distanta de la virful O la fata ABC.

979. Se di piramida triunghiulari S4BC, asa ca SA ='SB =
=8C=a, < ASB=160°; & ASC = 90°; < BSC = 120°. Si
se calculeze:

a) laturile triunghiului de bazd ABC;

b) aria totald a piramidei;

c) volumul piramidei.

980. Bazele unui trunchi dé piramida fiind B si b, s se cal-
culeze aria sectiunii ficute printr-un plan paralel cu bazele si egal

depirtate de ele.
981. Fie a, b, c, laturile unui tr1ungh1 ABC. Si se calculeze

volumul ¥V al p1ram1de1 SABC, stiind ca X BSC =< CS4 =
= { ASB = 900.

982. Fie un tetraedru VABC cidruia ii desfacem fetele laterale
si le agsezdm prin rotatie pe planul bazei ABC, formind triunghiu-
rile BCVa, ACV,, ABV.. Si se arate ci perpendlcularele duse din
Va Vs, V. respectiv pe BC. 7A, AB sint concurente. Folosind
ac;‘eagi metodé, sd se arate .4 inéh;imile unui triunghi oarecare
sint concurente.

983. Si se demonstreze ci -wna distantelor unui punct varia-
bil, din interiorul unui tetraedru regulat, la fetele  tetrae-
drului este constanta.

984. Se da un hexagon regulat Aa’Bb’Cc’ cu latura a. Se
ridicd in a’, &', ¢/, pe planul hexagonului, perpendiculare pe care
se iau lungimlle a’A' V"B =¢'C’ = h, si se duc dreptele A4’
A’B, BB’, B'C, CC’, C’A. Si se evalueze volumul solidului defi-
nit de constructia indicata.

985. Aceleasi date. S& se calculeze ki, asa ca toate fetele soli-
dului si fie triunghiuri echilaterale §i 83 se determine volumul
solidului in acest caz.

986. Un romb ABCD, ale carui diagonale sint AC = 2a,
BD = a, este baza unei prisme drepte nelimitate. Pe muchiile
acestei prisme se iau in acelagisens AA’ = 3a, BB’ = 4a,CC’' = a.
S3 se calculeze volumul cuprins intre planul A’B’C’ si baza
prismei.
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987. Aceleasi date. Sa se g#seascd .aria totala a solidulul

988. Pe un triunghi AB( ca bazid sc construieste o prisma
dreaptad indefinitd. Se mirgineste aceastd prisma intre doud plane
paralele care intersecteazid muchiile prismei dupd segmente egale
cu h. Sa se gaseascd aria laterald a prismel obtinute.

989. Muchiile unei piramide regulate S.¢+B8CD cu bazaun
patrat ABCD sint intersectate de un plan, paralel cu baza, in
A’, B, C’, D'. Sa se giseasca distanta planului de virful S, pen-
tru ca solidul si fie impartit in doud parti echivalente.

Se cunoaste AB = a, S4 = m.

990. Si se demonstreze cd volumul unui tetraedru ABCD este
echivalent cu a sasea parte din volumul unei prisme a cérei bazd
este un paralelogram avind laturile egale si paralele cu doud

muchii opuse AB si CD ale tetraedrului si a cirei inaltime este
egalsd cu cea mai scurtd distantd dintre cele dous muchii.

991. Se dau doua segmente AB, CD,de lungimi cunoscute,
pe doud drepte nesituate in acelasi plan. Sd se demonstreze ca
volumul tetraedrului ABCD nu depinde de pozitia segmentelor
pe dreptele date.

992, Fie AB cea mai scurti distanta intre doud muchii opuse
ale unui tetraedru; C, D, E, F mijloacele celorlalte muchii. Sa se
demonstreze cd volumul tetraedrului este egal cu doud; treimi din
produsul lungimii AB prin aria paralelogramului CDEF.

993. Fie tetraedrul ABCD si a, b, ¢, d lungimile inaltimilor
duse din virfurile 4, B, C, D; fie O un punct oarecare in interiorul
tetraedrului, «, B, v, 3 distantele punctului O la fetele BCD, CDA,
DBA, ABC. Sa se demonstreze relatia

« , B, v, 3
—t—+—+—-=1
a b c d .
994. Pe muchiile SA, §B, SC ale tetraedrului SABC se iau
punctele A’, B’, C’. Sa se demonstreze c&
vol. SABC :vol. SA’'B'C' =S8A -S§B -S8C :S4" - SB’ - 8C".
995. Se dd o piramidd dreapti SABCD cu baza ABCD
un dreptunghi. Un plan oarecare intersecteazi aceastd piramida in
A’, B, C’, D'. Sa se demonstreze ca
1 1 1 1
— -_— -
SA’ S’ SB’ SD’
996. Fie SABC un tetraedru in care muchiile opuse sint egale
doua cite doud. Si se giseascd volumul acestui tetraedru, cuncs-
cind BC=a, CA=b, AB=rc.
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997. Se d& un tetraedru regulat ABCD. Se duce prin A un
plan paralel la BD. Si se determine pozitia acestui plan, asa ca
tetraedrul sa fie impartit in doud parti echivalente.

998. Dintr-un cub cu latura egalid cu a, se scot opt tetra-
edre, obtinute in modul urmitor: fiecare din ele are ca virf
unul din virfurile cubului si ca.baza sectiunea facuta in cub prin
mijlocul fiecireia din muchiile care pleacad din virful considerat.
Sa se calculeze volumul V si aria S a solidului care ramine.

999. Se da o prisma dreapts de indltime A care are drept
baze doud hexagoane regulate,cu latura a. Printr-un punct /,
luat pe. dreapta care uneste centrele bazelor si situat la dlstan‘ga
b de una din ele, se duce un plan paralel cu bazele, care imparte
prisma in alte prisme. Si se afle volumele acestor doud prisme.

1000. Se dau doud poligoane convexe oarecare, situate in
plane paralele. Se unesc virfurile acestor poligoane astfel incit
fetele laterale sa fie plane, iar solidul obtinut (un prismatoid) si
fie convex. Si se demonstreze ca b, b’ fiind ariile bazelor, 4" aria
poligonului obtinut fécind in solid o sectiune paralelad cu bazele
si egal departatd de ele, & distanta intre cele doud baze, volumul
solidului are ca expresie

h(b + b+ 4b7)
6

1001. Un solid are forma unui acoperis de casd; baza este un
dreptunghi ABCD, o muchie FF este paraleld cu AD si BC. Sa
se evalueze volumul solidului, cunoscind dimensiunile AB = m,
BC = n ale dreptunghiului, #F = k si distanta comuni & a punc-
telor £ si F la planul ABC/..

1002. O gramada de nisip are drept baze doua dreptunghiuri,
situate in plane paralele. Si se géseasca volumul grémezii, cunos-
eind dimensiunile A, B ale bazei mari, a, b ale bazei mici si dis-
tanta h dintre cele doud baze.

1003. Intr-o gramada de nisip se cunosc dimensiunile, a, b
ale bazei mici, distanta A dintre cele doua baze si se mai stie ca
fetele laterale sint inclinate cu 30° pe planul bazei mari. Si se
giseascd volumul grameszii.

1004. Fie b aria bazei unei piramide, % indl{imea, b’ aria
sectiunii ficute printr-un plan paralel cu baza, la o dlstanta de
virf egald cu a treia parte a inaltimii. Sa se demonstreze ca volu-
mul piramidei este dat de formula

4

V:

[N =
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1005. Fie h inaltimea unei piramide. b’ aria unei sectiuni
facute printr-un plan paralel cu baza, dus la o distantd egald cu
doud treimi din inaltime. Si se demonstreze cd volumul pirami-
dei este dat de formula

31’
4

1006. Fie b aria uneia din bazele unui trunchi de piramida,
h indltimea, b’ aria unei sectiuni facute printr-un plan paralel cu
bazele, la o distantd de baza b egald cu doua treimi din indltime.
S& se demonstreze cd volumul trunchiului de piramidi este dat de
formula

V =

hib + 38
4
1007. Fie b aria uneia din bazele unui /prismatoid, h inéltimea,
b’ aria unei sectiuni facute printr-un plan paralel cu bazele la o

distantd egala cu doud treimi din inéltime. Si se demonstreze ci
volumul prismatoidului are drept expresie

h(b + 3b")
4

V =

V =

Capitolul XX
CORPURI ROTUNDE : PROPRIETATI

1008. Sa se determine locul intersectiei a doua plane perpen-
diculare care trec prin doui drepte paralele

1009. Sa se demonstreze cd trei drepte paralele, nesituate in
acelasi plan, sint generatoarele unui singur cilindru de rotatie.

1010. Sa se demonstreze ca trei drepte, care pleacd dintr-un
punct O si care nu sint situate in acelasi plan, pot fi privite ca
generatoarele a patru conuri de rotatie.

1011. S& se gédseascd un punct M, departat de doud puncte

A, B cu lungimile date MA = ¢, MB = b, si de un plan cu lun-
glmea c.

1012. Si se duca prin punctul O al dreptel Oz o dreapta care
sd intilneascd o dreaptd oarecare (D), datd in spatiu, si si facd
cu Ox unghiul e.

1013. Si se afle locul virfurilor unghiurilor drepte ale caror
laturi trec prin doud puncte date A, B.
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1014. S3 se demonstreze cd planul, care trece printr-o tan-
genta a bazei unui con §i prin generatoarea punctului de contact,
nu are comun cu conul decit punctele situate pe acea generatoare.

1015. Dacd un con este tangent unei sfere de-a lungul unui
cerc, planul tangent la sferd intr-un punct al cercului de contact
este tangent conului.

1016. Sa se construiascd o sferd de razia data, tangentd la trei
plane date. )

1017. Printr-un punct M din spatiu se duc doud drepte care
intilnesc o sferd de centru O si de razaRin A, B 5i C, D. Si se
demonstreze ca

"MA- MB = MC- MD = MO* — R:.

1018. Sa se determine locul punctelor M aga ca suma pétra-
telor distantelor la doud puncte fixe A, B sa fie constanta.

1019. Si se determine locul punctelor M asa ca diferenta patra-
telor distantelor la doua puncte fixe 4, B si fie constanti.

1020. Sa se determine locul punctelor care au puteri egale in
raport cu trei sfere date.

1021. Si se demonstreze cd existd un singur punct care s
aibd puteri egale in raport cu patru sfere date.

1022. Sa se determine locul centrelor cercurilor determinate
pe o sferd (0) de planele care trec printr-o dreapta data (D).

1023. Sa se determine locul centrelor cercurilor determinate
pe o sferd (O) de planele car trec printr-un punct 4.

1024. Fiind date doud sfere (0), (O’), se duc razele mobile OM,
O’'M’, paralele si in acelasi scn- S3 se demonstreze ca MM’ trece
printr-un punct fix S.

1025. Fiind date doud sfere (0), (0'), se duc razele OM,
O’M’ paralele, insd indreptate in sensuri contrare. S& se arate
cd MM’ trece printr-un punct fix S’

1026. Si se giseascd locul centrelor sferelor care intersecteazi
doui sfere date (0), (O') de raze R, R’, dupa cercuri mari.

1027. Care este conditia ca doud cercuridate in spatiu sd
apartind unei aceleiasi sfere?

1028. Un hexaedru oarecare are cele sase fete ale sale com-
puse din patrulatere inscriptibile. Si se demonstreze ci se poate
circumscrie o sferd acestui hexaedru.

1029. Fie A, B doua puncte st (C) un cerc, situate pe o sferd de
centru (0). Un plan mobil dus prin A4 $i B intersecteazd cercul
(C) in A’, B'. Sa se demonstreze ci punctele A, B, A’, B’ sint
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situate pe un cerc si ci planul cercului mare, care trece prin A’ si
B’, se roteste in jurul unui diametru al sferei (0).

1030. Fie M un punct mobil pe cercul de bazi al unui con
oblic cu virful in S. Se ia pe generatoarea .M un punct m, asa

ca SM-Sm = k% Sid se demonstreze ¢d m dcscrie un cerc.

1031. S3 se demonstreze cd dacd un con intri intr-o sferd
printr-un cerc, iese prin alt cerc.

1032. Se invirteste un triedru tridreptunghic in jurul virfului
sdu S. Muchiile acestuj triedru intersecteazd din nou o sferd data,
(0), care trece prin S, in A, B, C. Si se demonstireze ¢ planul
ABC trece printr-un punct fix.

1033. Si se demonstreze cd dacd intr-un triunghi sferic A BC
avem AB = AC, unghiurile B, C sint egale.

1034. Sa se demonstreze cd arcul de cerc mare, care uneste
virful unui triunghit sferic isoscel, cu mi}jlocul bazei, este per-
pendicular pe baza.

1035. Fie A, B, C, D virfurile unui patrulater sferic, L, M, N,
L', M', N’ mijloacele arcelor BC, CA, AB, AD, BD, CD. 54 se
demonstreze ca arcele de cercuri mari LL', MM', NN’ se intil-
nesc in acelasi punct.

1036. Intr-un triunghi sferic ABC, baza BC este fixa iar
virful 4 mobil asa ca arc AB + arc AC = un semicerc mare.
Se cere locul lui A.

1037. Un patrulater sferic ABCD este inscriptibil. Si se
demonstreze ci suma a doud unghiuri opuse este egald cu suma
celorlalte doua.

1038. Intr-un triunghi sferic A BC baza BC este fix4, iar virful
A mobil asa ca X B+ X C— < A =2k Se cere locul vir-
fului 4.

1039. Planele duse printr-un punct M, perpendiculare pe
muchiile unui triedru, §, intilnesc aceste muchii in A4, B, C. Sa se
construiasci o sfera, trecind prin A, B si C, astfel ca planul triun-
ghiului A’B’C’, format de celelalte puncte de intersectie ale ei cu
muchiile triedrului si treacd prin M. Si s¢ giseasca locul punc-
telor principale ale triunghiului A’B’C’, cind M descrie dreapta SM.

1040. Printr-un punct S al unei sfere se duc eoardele S4, S5,
SC perpendiculare doud cite doud. Si se caute, cind triedrul se
roteste in jurul lui S, locul: a) al cercului circamsecris; b) al punc-
tului de intilnire al inaltimilor; ¢) al centrului cercului celor noui
puncte; d) al cercului celor noud puncte, din triunghiul ABC.

1041. Se dau trei sfere. Care este locul virfului comun a trei
conuri circumscrise sferelor, avind acelasi unghi la virf?
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Capitolul XXI
CORPURI ROTUNDE : ARII, VOLUME

1042. Intr-o sferd cu raza R si cu centrul O se inscrie un con
drept, de iniltime 3R/2. Si se determine un plan paralel la baza
conului, intersectind sfera si conul dupd doud cercuri, ale caror
arii sa difere cu wa2

1043. Fiind date doua sfere (0), (O’), cu razele R si R’, tan-
gente exterioare in punctul C, si conul circumscris, sa se evalueze
aria laterald S a trunchiului de con care are ca baze cercurile de
contact ale conului cu sferele.

1044. Aceleasi date. In ce caz aria S este maxima, razele R
si R’ fiind variabile, dacd suma lor R + R’ este constanta?

1045. Se cunoaste aria laterald 2zS si lungimea generatoarei
2a, ale unui trunchi de con si se stie cd generatoarele fac unghiuri
de 60° cu baza mare. Si se giseasca razele R, r ale bazelor.

1046. Se sapd o groapi in form# de con circular drept, cu
virful in jos, de razd R s1 adincime A. Pamintul scos se asaza in
jurul gropii in forma inelara, avind sectiunea un triunghi isos-
cel cu baza 2¢ si inaltimea 7. S& se stabileasca relatia ce exista
intre R, @, h si i. (Nu se va lua in considerare afinarea pimintului
dupa sapatura)

1047. Se da o piramidd triunghiulard. Si se demonstreze cd

unde R este raza sferei inscrise in piramida, iar hy, hs, hy, hy sint
distantele de la virful piramidei la fetele opuse.

1048. Sa se gaseascd volumul V, produs de un triunghi 4 BC
care se roteste in jurul uneia din laturlle sale, in functie de BC =
=a,CA=b AB=c.

1049. Sa se exprime volumul din problema precedentd cu
ajutorul .ariet S a lui ABC si lungimii cercului descris, in rotire,
de punctul de intilnire G al medianelor.

1050. Se roteste un triunghi A BC, succesiv, in jurul celor trei
laturi ale sale. Care din volumele produse este mai mare?

1051. Se roteste un triunghi ABC in jurul tangentei in A la
cercul circumscris. Si se exprime aria niscutd de BC cu ajutorul
laturilor @, b, ¢ ale triunghiului. ‘
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1052. Aceleasi date. Sd se gdseascd volumul nascut de A ABC.
_1053. Se di un patrulater ABCD, in care ¥ BAD = 90°,

AB = AD = a, BC = CD = BD. Si se calculeze volumul niscut

din rotatia patrulaterului in jurul laturii A45.

1054. Se considerd un patrat ABCD cu latura a. Se duce dia-
gonala AC. O paralela la latura BC intilneste dreptele AB, AC, CD
respectiv in L, M, N.

"a) S¥ se determine pozitia acestei paralele, astfel ca rotind
patratul in jurul laturii CD, volumul nidscut prin rotirea triun-
ghiului AL M si fie egal cu volumul ndscut prin rotirea triunghiu-
lui MNC.

b) Aceeasi problemad cind se inlocuieste diagonala AC cu
sfertul de cerc, cuprins in péatrat, cu centrul in D si de raza a.

1055. Se roteste hexagonul regulat A BCDEF de latura a in
jurul laturii A B. Sz cer volumele produse de patrulaterele A BCF
si CDEF.

1056. Se considerd o sfera si un punct F fix. Prin punctul F
se duc trei plane variabile, care sint dou cite doua perpendiculare.
S& se demonstreze cd suma ariilor celor trei cercuri de sec-
tiune, prin cele trei plane de mai sus, este constanta.

1057. Si se demonstreze cid suma ariilor pe care le determina
un plan paralel cu un altul, pe care sint asezate trei sfere de raze
diferite, este maxima atunci cind planul trece prin centrul de
greutate al triunghiului ale carui virfuri sint centrele celor trei
sfere. Discutie.

1058. Un trunchi de con este circumscris unei sfere. Sa se
arate ca raportul ariilor acestor corpuri este egal cu raportul
volumelor lor (pentru trunchiul de con se va lua aria totala).

1059. Un plan intersecteaza o sferd dupa un cerc, céruia i se
circumscrie un hexagon regulat. S& se giseascd raza R a sferei,
cunoscind latura ¢ a hexagonului si raportul k& > 1 al ariilor
zonelor determinate de planul dat pe sfera.

1060. Sa se demonstreze cd aria totala a cilindrului circum-
scris unei sfere este medie proportionald intre aria sferei si aria
totald a conului echilateral ) circumscris. S& se arate cd aceeasi
relatie subzistd intre volume.

1061. Un punct C, luat pe un semicerc descris pe AB ca dia-
metru, imparte semicercul in doud arce ADC, CEB. Si se arate
ca raportul volumelor nascute de segmentele circulare ADCA si
CEBC este egal cu acela al patratelor zonelor produse de arcele
ADC, CEB, cind figura se roteste in jurul dreptei AB.

1) Con echilateral este un con circular drept avind generatoarea cit dia-
metrul bazei.
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1062. Aceleasi date. Se d& un punct H pe A5. Si se deter-
mine punctul C pe semicerc, asa ca raportul volumelor néscute
de segmentele ADCA, CEBC si fie egal cu AH : HB.

1063. Un triunghi A BC se roteste in jurul bisectoarei unghiu-
lui AA’; s& se demonstreze ca

aria AB : aria AC' = vol. ABA! : vol. ACA" = AB* : AC>.

1064. In ce punct # al unui semicerc de diametru AB trebuie
sd se ducd tangenta A’MB’, limitatd la tangentele in A si B ale
semicercului, pentru ca rotind figura in jurul lui AB, volumul
ndscut de portiunea planului cuprinsi intre AA’, A’M si arcul
MA 51 volumul nascut de portlunea cuprinsa intre BC', B'M si
arcul MB, si fie in raportul «’ 2

. 1065.-Doud cercuri egale (0), (0) sint tangente exterioare
in C. Se duce tangenta exterioard comund 4A4’. Sa se demonstreze
cd rotind figura in jurul lui OC’, volumul ndscut de triunghiul
rectiliniu ACA’ este indoitul volumului n&scut de triunghiul mixti-
liniu ACA’. :

1066. Sa se calculeze baza 2z si-valoarea comuna y a laturi-
lor egale ale unui triunghi isoscel, cunoscind aria ¢? a triunghiului
si aria totald wb% a conului, obtinut rotind triunghiul in jurul
inaliimii sale.

1067. Care trebuie si fie inaliimea 2 a unui con a cirui razi
a bazei este R, pentru ca volumui sau s fie echivalent cu al sfe-
rei avind jndltimea drept - ametru?

1068. Aceleasi date. Care este volumul interior sferei si exte-
rior conului?

1069. Un triunghi dreptuv. shic ABC, in care se cunoaste
ipotenuza BC = a, rotindu-se succesiv in jurul catetelor AB, AC,
dd nastere la volume al caror raport este dat egal cu m/n. Si se

giseascd catetele AB si AC.

1670. Aceleasi date. Sa se giseasci raza unei sfere a cirei arie
este echivalentd cu a solidului nascut prin rotirea triunghiului
ABC in jurul hui BC.

1071. Fie h distanta dintre bazele unui segment sferic, r raza

sectiunii ficute -in sferd printr-un plan egal depirtat de bazele
segmentului. Si se demonstreze ci volumul segmentului este dat

de expresia
V = -ch(r“ — 115
12
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1072. Se considerd toate sferele care trec printr-un cerc dat.
S& se demonstreze ci dnud plane, egal depiirtate de planul cercu-
lui, determin in sferele pe care le intersecleazi segmente avind
acelasl volum.

1073. 5S4 se demonstreze cd o sferd de razi R, descrisd dmtr -un
punct al unei sfere S ca centru, determind pe aceastd sferd o
zond, a cirei arie este aceeasi, oricare ar fi sfera S.

1074. Intr-un trlunghl sferic A BC, de arie constanti, baza BC
este fixd; sid se gdseascd locul virfului A.

1075. Se prelungesc laturile DA, AB, BC, CD ale unui patru-
later sferic, respectiv dincolo de A, de B, de C, de D. Se descrie
din. A ca pol un arc de cerc mare, mirginit la prelungirea lui
DA si latura AB si se fac operatii analoge in B, C, D. Si se arate
ci cele patru triunghiuri sferice, obtinute prin constructia
precedentd, addugate patrulaterului pnmmv dau o arie echi-
valentd cu jumaitatea ariei sferel.

1076. Se da un poliedru convex, avmd M muchii, F fete si V
virfuri. S5 se demonstreze formula lui Euler:

M—V =F—2,

1077. Si se giseasci suma unghiurilor tuturor poligoanelor
care formeazd fetele unui poliedru, cunoscind numai numérul
virfurilor poliedrului.

1078. Se construieste un poliedru oarecare, avind fetele com-
puse numai din patrulatere, si doua categorii de virfuri; unele
din care pleacd trei muchii, altele din care pleacd patru muchii.
S& se arate ca, oricare ar fi poliedrul, numérul virfurilor din care
pleacd trei muchii este totdeauna egal cu opt.

1079. Si se demonstreze ci dacd inidltimea wnui con circum-
scris unei sfere este indoitul diametrului 2R al acestei sfere, atunci
aria totald a conului este indoitul ariei sferei si volumul conului
este indoitul volumului sferei.

Capitolul XXII
PROBLEME DIVERSE

1080. Se dd unghiul z0y. Pe laturile Oz, Oy se iau respectiv

punctele A si B astfel ca O4 + OB =, lungime constantd data.
Se cere locul centrului cercului circumseris tmunghlulul OAB.
1081. Pe doud drepte fixe, care se intilnesc in punctul O, se

iau respectiv punctele A si B, astfel incit OA + OB = const-
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Se descriu cercurile cu centrele in A si B, avind ca raze res-
pectiv lungimile OB si OA. Se cer locurile geometrice descrise
de punctele M si NV de intersectie ale celor doud cercuri.

1082. Fie ABC un triunghi oarecare, cu toate unghiurile ascu-
tite si H ortocentrul sdu. Pe directiile inidltimilor, in sens opus
fatd de virfurile triunghiului, se iau segmentele HA' = BC;
HB = CA; HC' = AB (A’ este pe AH etc.). S4 se arate ci:

a) laturile triunghiului A’B’C’ sint egale cu dublul mediane-
lor triunghiului ABC;

b) aria triunghiului A’B’C’" este de trei ori aria triunghiu-
i ABC;

c) dreptele A'H, B'H, C'H trec prin mijloacele laturilor
B'C', C'A’, A'B’;

d) laturile triunghiului A'B’C’ sint perpendiculare pe media-
nele triunghiului A BC.

Ce modificare trebuie adusd enuntului, dacad unul din unghiuri
(de exemplu <X A)’este obtuz?

1083. a) Ce conditii trebuie si indeplineascid doua triunghiuri
ABC si A'B'C’' pentru ca patrulaterele ABA'B’, BCB'C',CAC'A’
sd fie inscriptibile ?

b) Fiind dat un triunghi ABC, si se arate cum poate fi con-
struit un triunghi A’B’C’ indeplinind conditiile de mai sus.

1084. Si se construiascd un triunghi, cunoscind mijlocul M al
laturii BC, virful A si punctul A’ de tangentd al cercului inscris
in triunghi cu latura BC.

1085. S3 se construiascd un triunghi cunoscind mijlocul A al
laturii BC, mijlocul V al segm .tului AH i punctul A4’ de tan-
gentd al cercului inscris cu latura BC.

1086. Si se construiasci dou# cercuri de raze date R si r,
astfel ca distanta dintre centrele lor si fie egald cu coarda lor
comuna.

1087. Se dau in spatiu trei puncte A, B, C si un plan (P). Si
se gdseascd un punct O, situat in planul (P), astfel ca sd fie virful
unui con de rotatie, cu axa perpendiculard pe plan si care si
treads prin A, B, C.

1088. Fiind dat un triunghi A BC cu toate unghiurile ascutite,
sd se demonstreze cd se poate gisi in spatiu un punct O, astfel
incit triedrul OABC sa fie tridreptunghic.

1089. Se di un tetracdru oarecare ABCD si un plan (P). Si
se construiascd o piramidd triunghiulard regulatdi OMNP, cu
virful O in planul (P), echivalentd cu tetraedrul A BCD.




PARTEA A DOUA

!

Capitolul XXIII
TRANSVERSALE

1090. O transversald intersecteazi laturile BC, CA, AB ale
unui triunghi ABC, in A’, B’, (’. S& se demonstreze ci

. IB ’ 4 X
;gg =1 (teorema i Menelaus ).
A'C B'A C'B
1091. Si se demonstreze cd tangentele la cercul circumscris
triunghiului ABC in virfurile A, B, C intilnesc laturile opuse in
trei puncte T,, T,, T, coliniare.

1092. Fie AT,, BT,, CT, tangentele in A, B, C la cercul cir-
cumscris triunghiului A BC, T,, T,, T, fiind punctele unde aceste
tangente intersecteazi pe BC, CA, AB. Se considerd aceste tan-
gente ca pozitive, dacd intilnesc laturile in directiile BC, CA, AB
si negative, daca le intilnesc in sensul contrar. Sa se arate cd avem
totdeauna

1 1 1
4T, BT, CT,

1093. Si se arate cd picioarele a doud bisectoare interioare si
piciorul bisectoarei exterioare al celui de-al treilea unghi sint
trei puncte coliniare.

1094. Si se demonstreze cid in triunghiul dreptunghic ABC,
punctele in care cercul exinscris unghiului B atinge ipotenuza
BC si cateta CA sint coliniare cu punctul in care cercul inscris
triunghiului atinge cateta 4 B.

1095. Printr-un punct O se duce o secantd arbitrard care intil-
neste laturile unui triunghi ABC in A’, B’, C’. Se iau simetricele
A,, By, C, ale punctelor A’, B’, C’ in raport cu punctul dat O.
Sa se demonstreze ci dreptele AA,, BB,, (CC; sint concurente.
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1096. Se dd unghiul drept z0y. Pe latura Oy se dau punc-
tele fixe A, B, iar pe Ox se ia un punct M variabil. Fie P, Q pro-
iectiile virfului O pe dreptele A si MB. Sa se arate cé dreapta
PQ trece printr-un punct fix.

1097. Se unesc virfurile 4, B, C ale unui triunghi cu un punct
O din plan. Dreptele AO, BO CO intilnesc laturile BC, CA, AB
respectiv in punctele 4’, B’, C'; s se demonstreze ci

= —=— = — 1 (teorema lui Ceva).

1098. O transversala intilneste laturile triunghiului ABC in
A’, B’, C'. Fie A,, B,, C, conjugatele armonice ale lui 4, B’, ¢’
in raport cu Bsi C, C 514, A si1 B. S8 se demonstreze ci drep-
tele A4;, BB, CC, se intilnesc intr-un punct.

1099. Si se demonstreze cd dacd intr-un triunghi ABC se
duce prin mijlocul £ al laturii AC o paraleld la bisectoarea unghiu-
lui B, aceastd paraleld intilneste laturile AB, BC in doui puncte
F, G, asa ci AF = CG.

1100. Si se demonstreze ci dreptele, ce unesc virfurile unui
triunghi ABC cu punctele de tangentd «, B, vy ale cercului inscris
cu laturile opuse, trec prin acelasi punct V (punctul lui Gergonne).

1101. Sz considerd un punct P in planul triunghiului ABC si
fie 4°, B’, C' picioarel= cevienelor punctului P, iar A", B”, C"
respectiv simetricele punctelor 4°, B’, €’ in raport cu mijloacele
laturilor pe care se gisesc. Sd ¢ arate cd cevienele AA", BB", CC"
trec prin acelasi punct Q (reciprocul sau izotomicul punctului P).

1102. Fie A’, B, C’, punc' .e de tangentd ale cercurilor ({,),
(Zy), ({,) exinscrise triunghiului ABC, respectiv cu laturile BC,
CA, AB. Si se arate cd cevienele AA’, BB’, CC’ trec prin acelasi
punct N’ (punctul lui Nagel al triunghiului).

1103. Fie A’ punctul de tangentd al unui cerc inscris sau exin-
scris triunghiului A BC, cu latura BC, iar A" punctul diametral
opus lui A’ in acest cerc. Si se arate cd AA”, BB”, CC" sint con-
curente, B” si C” fiind analogele lui 4". ' ‘

1104. Se dau doui axe dreptunghiulare Oz, Oy si un punct 4
agezat pe bisectoarea unghiului drept. Fie 4, si A, proiectiile lui
A respectiv pe Oz $1 Oy, lar M si N punctele in care o dreapta
variabild, ce trece prin 4, Intnlneste aceleasi axe. S& se arate ci
dreptele MAZ, NA,si perp“ndlculara din O pe M N sint concurente.

1105. Un cerc intilneste latunle BC, CA, AB ale unui
triunghi ABC in punctele «, &"; 8, 8'; v, v’ Sa se demonstreze
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cd dacd cevienele Aa, BB, Cy sint concurente, atunci si cevienele
Ad’', BB’, Cy" sint concurente.

1106. Fie / punctul comun dleptelor car> unesc virfurile unui
triunghi ABC, cu punctele «, B, v, unde c-rcul inscrig atinge
laturile opuse (punctul lu1 Gergonne). Si se demonstreze cé

TATB IC 4Rm

1107. Dreptele care unesc virfurile 4, B, C ale unui triunghi
cu un punct O din plan intilnesc laturile opuse respectiv in o, 8, v.
S& se demonstreze relatia (lui Van Aubel)

04 _pd \ vA
Ox BC +B

1108. Se considerd intr-un plan trei cercuri de centre 0,, O,, Os
si de raze R, R,, R, Fie Sy, S}, centrele de aseminare directd si
inversi a cercurilor (0p) si (0y), S, si S5 &le cercurilor (0y), (0,),
1ar 83, S; ale cercurilor (0,), (0,). S4 se demonstreze ci:

a) punctele S;, S,, S; sint coliniare (D Alembert) ;

b) grupurile de punCt’e (SL Sé, Sa)v ( SZv S3 (Sn SZ: SSa
sint coliniare;

c) dreptele 0,5], 0,53, 0585 sint concurente;

d) grupurile de drepte (0,S], 0,5,, 0,53), (015, 0553, 05S;),
(0,84, 0,8,, 0553) sint concurente.

1109. Sa se demonstreze cd intr-un patrulater complet mij-
loacele diagonalelor sint coliniare.

1110. Sa se demonstreze ci daca dreptele AA’, BB’, CC’ care
unesc virfurile triunghiurilor ABC, A'B’C’ se intilnesc intr-un
punct O, laturile BC si B'C’, CA si C'A’, AB si A’B’ se intil-
nesc in trei puncte «, B, y coliniare (triunghiuri omologice).

1111. S& se demonstreze cd dacd punctele «, B, y, unde se
intilnesc laturile BC si B'C’, CA si C'A’, AB si A'B’ ale triun-
ghiurilor ABC si A’B’C’, sint coliniare, dreptele AA’, BB’, CC’
sint concurente (Desargues).

1112. Fie «, B, v trel puncte arbitrare luate respectiv pe latu-
rile BC, CA, AB ale unui triunghi ABC, 1ar A’, B’, C! mijloacele
acestor laturi. DreptelefaB’, «C’ intilnesc laturile AB, AC in
C”", B", iar dreapta B"C" intersecteazd pe BC in A,. Plecind
de la punctele B si vy, se vor obtine prin constructii analoge punc-
tele By, C,, situate pe AC si AB. Si se demonstreze ci daci o B,y
sint coliniare, sau daci Aoc, BB, Cy sint concurente, atunci punc-
tele A,, By, C1 sint coliniare.
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1113. Fie P un punct oarecare in planul unui triunghi ABC.
Dreptele AP, BP, CP intersecteazi laturile BC, CA, ABin a, b, c.
Sé se demonstreze cd dreptele ce unesc mijloacele laturilor BC,
C4, AB cu mijloacele segmentelor bc, ca, ab sint concurente.

1114. Prin piciorul A al indltimii AH a triunghiului ABC se
duc perpendicularele HD, HE pe laturile AB, AC si paralelele HF,
HG la aceleasi laturi (D, G pe AB; E, F pe AC). Si se arate ci
dreptele DE, GF se intilnesc intr-un punct pe BC.

1115. O transversald intersecteazd laturile unui triunghi ABC
in punctele «, B, y. Dreptele Aa, BB, Cy formeazd un triunghi
A,B,C,. Si se arate cd dreptele AA,, BB, CC, sint concurente.

1116. Fie (F)) si (F,) doua figuri omotetice, cu centrul de omo-
tetie in Os; (F,) si (¥;) de asemenea omotetice, cu centrul de omo-
tetie in O,. Se stie ca (F,) si (F3) sint omotetice; fie O; centrul
lor de omotetie. S& se demonstreze ci O, 0,, O, sint coliniare.

1117. Doud transversale (A), (A’) intersecteazi laturile BC,
CA, AB ale unui triunghi in punctele (M, M’), (N, N'), (P, P’).
S& se demonstreze cd dreptele NP', PM’, MN’ intilnesc laturile
BC,CA, AB in trei puncte M”, N”, P" coliniare.

1118. Fie abc un triunghi inscris in triunghiul ABC. Dreptele
ce unesc punctele A, B, C cu mijloacele laturilor triunghiului abce
intilnesc laturile triunghiului in «, B, y. S& se giseascd conditia
ca aceste trei puncte si fie coliniare. S4 se deducd apoi cd Aa,
B3, C+ sint concurente, dacd .' , Bb, Cc sint concurente.

1119. Fie ABC un triunghi si A’, B’, " punctele ce impart
laturile BC, CA, AB in raportul n, adlca astfel ca BA' : A'C =
=CB : B'A = AC" :C'B = m : n. Fie de asemenea 4,, B,, C,
intersectiile dreptelor (BB’, CC’), (CC’, AA’), (AA’, BB'); se duc
prin 4,, B, C, paralele respectiv cu A4’, BB', CC". Aceste para-
lele intersecteazi pe BC, CA, ABin A" 'B " C” Sd se demon-
streze ca -

BA'=CA", AC'=BC", CB' = AB".

1120. Dreptele AA’, BB’, CC’' din problema precedentd se
intersecteazd formind triunghiul 4,B,C,. S se arate ci trlunghju-
rile ABC, A,B,C, au acelasi punct de intilnire al medianelor.

1121. Se dau un triunghi si o dreaptd, pe care sint notate trei
puncte. Sa se aseze dreapta pe triunghi astfel ca ea si intersecteze
laturile triunghiului in punctele notate.
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1122. Si se construiascd numai cu rigla o dreaptd care si
treacd printr-un punct M si prin intersectia a doua drepte (D),
(D"), care nu se intilnesc in cadrul foii de desen.

1123. S& se ducad cu rigla, printr-un punct dat M, o paraleld
la doud drepte paralele date.

1124. Dreptele (D), (A), pe de o parte, si (D), (A"), pe de alti
parte, se intilnesc in 4 §i A’, in cadrul foii de desen, iar drep-
tele (D), (D’), pe de o parte si (A), (A’), pe de alta, nu se intil-
nesc pe foale. S& se construiascd dreapta care trece prin punc-
tul de intersectie a dreptelor (D), (D’) si prin acela a dreptelor
(4), (A", (admi‘gind cd aceastd dreaptd are o portiune pe foaia
de desen).

1125. Sa se demonstreze cd, dacd se prelungesc laturile opuse
AB si DE, BC si EF, CD si FA ale unui hexagon ABCDEF
jnscris intr-un cerc, punctele lor"de intersectie G, H, I sint
coliniare, /

1126. Fie un pentagon ABCDE inscris intr-un cerc §i fie v
intersectia tangentei in A cu latura CD, « intersectia dreptelor
AB, DE, iar § intersectia dreptelor BC, AL. S se demonstreze
cd punctele «, 8, v sint coliniare.

1127. Se considerd un patrulater ABCD inscris intr-un cerc.
Sa se arate ci:

a) tangentele in € si D intilnesc respectiv dreptele AD, BC,
in v, B, iar dreapta By trece ' prin intersectia « a dreptelor
AB, CD;

b) @ si ¢ fiind celelalte virfuri ale patrulaterului complet for-
mat de A, B, C, D, diagonala ac trece prin punctul de intilnire
b al tangentelor in B si D si prin punctul de intilnire d al tan-
gentelor in 4 si C.

1128. S& se demonstreze cd dacd. doud triunghiuri ABC,
A’ B’ C’, inscrise intr-un cerc, sint omologice si daci se ia un punct
I pe cerc, punctele de intilnire «, B, y ale dreptelor BC si 14’,
CA si IB’', AB si IC" se gisesc pe aceeasl dreaptd, ce trece prin
centrul de omologie D (Aubert).

1129. Se di un triunghi A BC inscris intr-un cerc (0). O dreapti
(D) intersecteazi laturile triunghiului in 4‘, B’, C’. Se uneste
un punct [ al dreptei (D) cu virfurile 4, B, C. Dreptele /4, IB,
IC intersecteazi cercul (0) in A", B", C". Si se arate cd A'A”,
B’B", C'C" se intersecteazd intr-un punct de pe cercul (0).

1130. Intr-un triunghi oarecare ABC, fie A,, By, C, si A4,, By,
C, picioarele indltimilor §i medianelor. Se considerd intersectiile
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M = (4,B,, 4 B) = (B,Cy, By(y), P = (Cid,, C.A,). S&
se demonstreze cd punctele M, N, P se afld pe dreapta lui Euler
a triunghiului.

1131. Intr-un triunghi A BC se proiecteazi picioarele 4’, B’, c’
ale lnaltlmllor pe laturlle adiacente. Se obtin trei perechi de puncte
wsia, PsiB,ysiy. Sise demonstreze ci dreptele aa’, B8’, vy
intilnesc ]aturﬂe BC CA, AB in trei puncte 4,, B, C; coliniare.

1132. Fie A’, B’, C' picioarele iniltimilor triunghiului 4 BC.
Se noteazi cu A,,, A, prolectiile lui 4’ pe BB’ 5i CC'; B, B, si
C., C; sint punctele analoge. Si  se arate ci 4,4, B’B{,,C’Cb
intilnesc laturile triunghiului in trei puncte coliniare.

1133. Fie B’ si C’ centrele cercurilor ce trec prin 4, B si

4, C si sint tangente in B i C la latura BC a triunghiului 4 BC.
S& se arate cé tangenta in 4 la cercul circumscris si B’C’ se inter-
secteazi pe BC.

1134. Fie «, B, v trei puncte luate pe laturile BC, CA, AB ale
triunghiului 4 BC. Ducam prin A simetrica dreptei A« in raport
cu bisectoarea unghiului A4, carz intilneste pe BC in «’ s5i fie ', v
punctele analoge. Si se arate cé:

a) dacid punctele «, $, y sint coliniare, atunci si punctele o,
B, ¥’ sint coliniare;

b) daca dreptele A«, B3, Cv sint concurente, atunci i drep-
tele Aa’, BB’, Cy’ sint concurente.

1135. Se considerd un punct W pe cercul (0) circumscris tri-
unghiului ABC. Sa se demons.reze cd proiectiile A’, B’,!C’ ale
punctului M pe laturile BC, C.' AB sint coliniare (dreaptalui
Simson).

1136. Sd se demonstreze ci pe dreapta lui Simson a punetului

in care simediana intilneste carcul circumscris triunghiului, laturile
triunghiului determini dou segmente egale.

1137. Seconsiderd doud puncte O, O’ in planul triunghiului
ABC. 53 se demonstreze cd dreptele care unesc virfurile 4, B, C
respectiv cu punctele de fntilnire a dreptelor OB si 0'C, OC si
O’A, OA 51 0'B sint concurente.

1138. Prin centrul / al cercului inscris in triunghiul ABC se
duc perpendicularele /0, IE, IF pe laturi §i pe prelungirile aces-
tora se iau cdtre exterior lungimile egale Da = Eb = Fc, Si se
demonstreze cd dreptele Aa, Bb, Cc sint concurente (Kariya).

1139. Pe razele OA’, OB’ si OC’, care unesc centrul cercului
inscris unui triunghi ABC cu punctele de contact, se iau segmen-
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tele Oa = OB = Oy. Sa se arate cd centrele cercurilor AOx, BOB,
CO~ sint coliniare.

1140. Fie ABC, A,B,C, doua triunchiuri inscrise in cercul
(0); A’, B’, ¢’ mijloacele laturilor BC, (.1, AB. Sa se arate ca
dacd AA4,, BB,, CC, sint concurente sau intilnesc laturile triun-
ghiului ABC in trei puncle coliniare, centrvle cercurilor circum-
scrise triunghiurilor 0A4,4°, 0B, B’, OC,C’ sint coliniare.

' 1141. Se considerd doud triunghiuri ABC, A’B'C’. Fie «, 8, v
punctele de fintilnire ale dreptelor AA’, BB’, CC' respecliv cu
BC, CA, AB, iar &', ', v’ punctele de intilnire ale dreptelor BC
si B'C', CA si C'A’, AB 51 A'E’. Sa se arate c§, daca punctele
«, B, v sint coliniare, atunci dreptele A’«, B'B, C’y sint concurente.

1142. Fie ABC si A’B’C’ dou& triunghiuri echilatere de ace-
lasi centru, cu virfurile notate in -acelasi sens de rotatie. S& se
arate ci trlunghlurlle sint de trei ori omologlce si anume in
ordinele

ABC,  ABC  ABC'
AIC’BI ’ CIBIAI BICIAI

1143. Se did un triunghi ABC inscris intr-un cerc (0) si o
transversald (A) care intilneste laturile BC, CA, AB respectiv in
punctele «, B, v situate in exteriorul cercului. Se considerd cercu-
rile ce au ca centre punctele «, B, + si sinl ortogonale cu cercul
(0); aceste cercuri intilnesc laturile BC, CA, AB respectiv in
punctele (a;, a5), (b1, bs), (¢, C3), @1, b;. ¢; fiind exterioare cer-
cului (0), iar a,. b,, ¢, interioare acestul cerc. S& se demon-
streze ca:

a) grupurile de puncte (ay, by, ¢1), (a4, b, C3), (@2, by, C3), (@3- b5, €1}
sint coliniare;

b) grupurile de drepte (Aa,, Bb,, Cc,), (Aa,, Bb,, Cc;), (Aay,.

Bb,, Cc,), (Aa,, Bb,, Cc;) sint concurente.

1144. Sa se demonstreze ci dacid paralelele duse prin virfu-
rile triunghiului ABC la laturile triunghiului 4'B’C’ sint concu-
rente intr-un punct P, atunci §i paralelele duse prin virfurile lui
A’, B, €' la laturile lui ABC se intilnesc intr-un punct P’
(triunghiurile ABC, A'B’C’ se numesc metaparalele sau -parale-
logice).

1145. Se considerd doud triunghiuri ABC, A'B’C’ in acelasi
plan. S& se demonstreze ci dacd proiectantele de acelasi unghi ¢
ale virfurilor lui ABC pe laturile lui A’B’C’ sint concurente,
atunci si proiectantele de unghi nm—o ale virfurilor lui A'B'C’
pe laturile lui ABC sint concurente (iriunghiurile ABC, A'B'C’
se numesc izologice).

(D. Barbilian).
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1146. Fiind date doud triunghiuri ABC, A’B’C’ in acelasi plan,
si se arate cd dacd paralelele duse prin A4, B, C, la laturile B'C’,
C’A’, A'B’ intilnesc laturile opuse in trei puncte coliniare «, B, v,
atunci §i paralelele duse prin A’, B’, (' respectiv la BC,CA, AB
mtl]nesc laturile opuse B'C’, C’A’, A’B’ in trei puncte coliniare
o', 8, ¥’ (triunghiurile ABC, A’B'C’ se numese 1zoliniare).

1147 I fiind centrul cercului inscris in triunghiul ABC, o
dreaptd ce trece prin./ intersecteazd cercurile BIC, CIA, AIB
respectiv in 4,, By, C,. S& se demonstreze ci:

a) proiectiille A, B, €1 ale punctelor 4,, B;, C, pe laturile
BC, CA, AB sint coliniare;

b) tangentele in A,, B,, C,. respectiv la cercurile BIC, CIA,
AIB formeazd un triunghi omologic cu ABC.

1148. Doua drepte trecind prin centrul cercului 7, in triun-
ghiul A BC, intilnesc cercurile BIC, C{A, AIB in punctele 4,, A5+
B,, B,; C;, C,. Si se demonstreze ca dreptele A;4,, B,B,, C,C,
formeazi un triunghi omologic cu ABC.

1149. Si se demonstreze ci o dreaptd (d) dusd arbitrar prin-
tr-un punct oarecare P, din planul triunghiului ABC intersec-
teazi cercurile BPC, CPA A PB respectiv in punctele Py, P,, Ps,
ale ciror proiectii de unghx «, pe laturile triunghiului, sint coli-
niare.

1150. Intr-un patrulater ABCD, punctele B si C sint fixe,
iar 4, D si intersectia / a diagonalelor descriu treidrepte paralele
intre ele. Se cere:

a) si se arate cd latura AD trece printr-un punct fix;

b) locul geometric al inte .ctiei dreptelor A B si CD.

1151. Unei sfere ii este circumscris un patrulater strimb.
S& se demonstreze cd punctele 'e tangentd se aflid intr-un plan.

LCapitolul XXIV ;

RAPOARTE ANARMONICE §I ARMONICE,
FASCICULE

1152. Sa se demonstreze cid dacd p este valoarea raportului
anarmonic (ABCD) format de patru puncte coliniare A, B, C, D,
celelalte cinci rapoarte distincte formate de aceleasi puncte (ACBD),
(ADBC), (ABDC), (ACDB), (ADCB) au respectiv valorile
N el SN SPR SR .

e T el 1—p’ p—1

1153. S& se demonslreze cd dacd intr-o diviziune armonici

(A4BCD) avem AB = ACV2, atunci AC = BD.

1—p
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1154. S& se demonstreze ci patru puncte A, B, C, D coliniare,
care satisfac relatiile

AB=7CD, AC = A2
formeazd o diviziune armonica.
1155. Avind o diviziune armonicd (ABCD), in care O este
mijlocul lui AB, existd relatia
DC-DO = DB DA.
Sa se deducit apoi cd
0b _ BD* _AD*
1156. Fie A, B, C, D patru puncte coliniare si fie M, N m1J—
loacele segmentelor A Bsi CD. Si se arate ci relatia MN? = MA* -

+ NC? reprezinti conditia necesara si sufnclenta pentru ca divi-
ziunea (A BCD) si fie armonica.

1157. Pe o dreapta (A) se dau patru puncie A, B, A’ 5 B’ si
se cere si se giseascd pe aceastd dreaptd doud puncte siQ
care si impartd armonic segmentele AB si A'B'.

1158. Fie O un punct luat in planul unui patrulater complet
ABCDEF (AB, CD se intersecteaza in E, 4D si BC in F). Drep-
tele 04, OC intilnesc laturile BC, CD in «, B si OC intilneste latu-
rile AB, ADin o', B'. Si se demonstreze cd dreptele aa’, BB’ se
intilnesc pe EF.

1159. Fiind date doud drepte Oz, Oy si un punct P in plan,
dacd se duce o secantd variabildi PMN care intersecteazi pe Oz
in M si pe Oy in N si dacd se ia Q conjugatul armonic al lui P
in raport cu M si IV, sd se arate ca locul punctului Q) este o dreapta
care trece prin O (polara lui P in raport cu unghiul z O y).

1160. Daca prin punctul P se duc transversalele PMN si
PM'N’ care intersecteazi pe Ox in M si M’, pe Oy in N si N,
sd se arate cd dreptele MN' si M'N se intilnesc in Q pe polara
lui P in raport cu unghiul zOy

1161. S& se demonstreze cd intr-un patrulater complet doud
diagonale impart armonic pe a treia.

1162. Se d& triunghiul ABC si o paraleld (A) la BC. Unim
punctul M, mobil _pe (A), cu B si C; dreptele MC s1 MB inter-
secteazd laturlle AB si AC respectiv in N si P. Se cere' locul
geometric al lnt,ersectlel dreptelor AM si NP.

1163. Se considerd un cerc sio0 dreapté (A) perpendiculara pe
diametrul AB al cercului, in punctul /. Fie M un punct variabil
pe cerc; dreptele MA si MB intilnesc pe (A) respectiv in P si Q.
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Dreapta AQ intilneste cercul in N. S& se afle locul proiectiei H
a punctului 4 pe MN.

1164. Polarele unui punct in raport cu cele trei unghiuri ale
uuni triunghi ABC intilnesc laturile opuse in trei puncte coli-
niare. Si se arate cd punctul de intilnire a doud polare este coli-
niar cu al treilea virf al triunghiului si cu punctul considerat.

1165. Dindu-se doud cercuri ortogonale (0) si (0’), dacd un
diametru al unuia din cercuri intilneste pe celdlalt, sa se arate
cd atunci punctele de intersectie formeazd o diviziune armonica.

1166. Se dau doud cercuri ortogonale (C) si (C’), cu centrele
O si 0, care se intersecteazid in A si B. Prin O se duce o dreapti
care intersecteazi cercul (C) in M si IV si cercul (C’) in P si Q
[N in interiorul cercului (C’), P ininteriorul cercului (C)]. Perpendi-
culara din O’ pe MN intilneste cercul (C’) in punctele E si F.

a) S& se demonstreze cd dreapta care uneste un capat al dia-

metrului EF cu un capit al diametrului MN trece sau prin 4
sau prin B. :

b) Fie T unul din punctele in care cercul de diametru PQ
intersecteaza cercul (C). Sa se demonstreze egalitatea de unghiuri

< MTP =< PTN = & NTQ.

1167, O dreaptd (A) intilneste laturile triunghiului A BC in
punctele «, B, v. O fiind un punct in plan, dreptele 40, BO, CO
intilnesc pe (A) in o', B’, y". S& se demonstreze relatia

7% Y

7y Fa 78

R

= 1.

=

1168. Cercul inscris in triunghiul ABC atinge latura BC in D.
Printr-un punct A" al laturii BC se duce tangenta A’z la cerc, «

fiind punctul de contact. Dreapta A« intilneste pe BC in D’. Sa
se demonstreze relatia

DB D'B_ A'B*
DC DC A'C?

1169. Fie A’, B’, C’ picioarele cevienelor unui punct P in
raport cu triunghiul A BC. Tangentele, diferite de latuii, duse prin
A’y B', ', la cercul inscris, il intilnesc in «, B, v. Si se demon-
streze ca cevienele Aa, BB, Cy sint concurente.

1170. Se da un fascicul armonic P(ABCD), punctele A, B, C, D
fiind pe o dreapté care intersecteazé fasciculul in ordinea A4, C, B
si D. Se ia un punct M pe raza PD si se uneste cu punctele C
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si B; razele exterioare PA si PD rimin fn:e lar cele interioare
PC s1 P B variaza.

Fie PC, si PB, una din noile pozitii ale razelor PC si PB; ele
intersecteaza pe MC' si MB in punctele IV 51 R. Si se arate ca
dreapta VR trecé prin A.

1171. Se unesc extremititile 4 si B ale unui diametru al cer-
cului (0) cu doud puncte C si D de pe-acest cerc. Se duce prin O
o transversald oarecare care intersecteazd dreptele AC, BD, BC
si AP respectiv in punctele £, F, G, H. Si se demonstreze ci
fiecare din segmentele EF si GH se vede din punctele C i D sub
unghiuri egale.

1172. Se d& un patrulater ABCD si se noteazd cu O, E, F
intersectiile dlagonalelor si ale perechllor de laturi opuse. Sa se
demonstreze ci tmunghlul complementar al triunghiului OEF este
omologic cu fiecare din cele patru triunghiuri ce se obtin din patru-
laterul A BCD, l4sind cite un virf la o part}e.

1173. Cercul care trece prin cele trei puncte de intersectie ale
diagonalelor unui patrulater complet este ortogonal cercurilor de-
scrise pe cele trei diagonale ca diametre. S& se deducd de aici ca
aceste trei cercuri au aceeasi axd radicald.

1174. Si se demonstreze cd dacd dreptele AA’, BB', (',
care unesc virfurile triunghiurilor ABC, A'B'C’, se intilnesc
intr-un punct O, laturile BC si BC,CAsiC'A, AB si A'B’ se
intilnesc in trei puncte o, B, v cohmar\,

Reciproc, dacid punctele «, 83, v sint coliniare, drepteledA’,
BB’, CC’ se intilnesc in acelagi punct (triunghiuri omologice).

1175. Se considerd un triunghi ABC si o transversald «fy care
intilneste pe BC in a, pe CA in B8, pe AB in Y- Dreptele BB si
Cy se intersecteazd in A’ , Cy si Az in B’, Aa si BB in C'. Sa se
demonstreze ca dreptele 4'0:, B’ B, C'y se intllnesc intr-un punct.

1176. Pe latura BC a triunghiului A BC ca diametru se descrie
un cerc care infersecteazd in A; si A, indliimea AA’, punctul 4,
fiind de aceeasi parte cu 4 fata de BC. Fie By, B,; C,, C, punc-
tele analoge cu A4,, A,. Sa se arate ci:

a) intersectiile /, K, L ale perechilor de drepte (B,C;, B,Cj)
(C14,, Cy4,), (A,B,, A;B,) se gisesc respectiv pe BC, CA, AB;

b) punctele I, K, L sint coliniare:

¢) intersectiile M, N, P ale] perechilor de drepte (B,C,
C1B,), (C14,, Ca24y), (A1Bs, By4,) se gisesc respectiv pe BC,
C4, AB;

d) dreptele AM, BN, CP sint concurente.
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1177. Sa se demonstreze cd dreptele care unesc, doud cite
doud, virfurile a doud triunghiuri omologice cu un triunghi 4 BC
si circumscrise acestuia, formeazd un triunghi omologic cu ABC.

1178. Sa se demonstreze cd dacd un hexagon este inscris intr-un
cerc, laturile opuse AB si DE, BC si EF, CD si FA se intilnesc
in trei puncte a, B, v coliniare (teorema lui Pascal).

1179. Fie AA’, BB’ doui diametre ale cercului (0), iar C 51 D
doud puncte pe cerc. Dreptele AD, BC se intersecteazd in M,
A'C s1B'D in N. Si se demonstreze cd punctele M, N, O sint
coliniare.

1180. Si se demonstreze cd in orice triunghi ABC, dreapta
B’C’ care uneste picioarele indltimilor BB’ si CC’, dreapta B“C”
care uneste plcloarele bisectoarelor BB” si ‘cc si dreapta B,C,
care uneste punctele de contact B,, C, ale cercului inscris, cu
laturile AC, A B se intilnesc in acelasi punct.

1181. Se considerd un cerc (0) si o dreaptd fixd z'z tanoenta
la cerc in C. Se uneste O cu un punct M pe tangenta z'z. oM
intersecteazd cercul in punctul .V situat intreO si M. Fie P conju-
gatul armonic al lui O in raport cu M si N, Q proieci,:ia lui P pe
x'z. Si se arate cd dreapta /NQ trece printr-un punct fix, cind M
variazi pe z'z.

1182. Se considerd doda cercuri ortogonale (C), (C’), Un dia-
metru DD’ al cercului (C) intilneste pe (C’) in doud puncte A, B,
care se unesc cu un punct oarecare M al cercului (C). Fie £ si F
punctele de intersectie ale cercului (C) cu MA si MB. Sa se de-
monstreze ¢4 AB si EF sint erpendiculare.

1183. Se dau doui drepte Or. Oy; pe Ox se iau doud puncte

mobile A, B, asa ca O0A = OB pe Oy alte doud puncte fixe C, D.
Se cere locul punctului M de intilnire a dreptelor AC, BD.

1184. Se intersecteazd un patrulater complet ABCDEF prin-
tr-o transversald care intilneste cele trei diagonale AC, BD, EF
in M, N, P. Fie M’ conjugatul armonic al lui ¥ in raport cu .4 si
C, N’ allui N in raport cu Bgi D, P’ allui Pin raport cu E si F
Si se arate ci M, N', P’ sint coliniare.

1185. Se dau doua puncte oarecare O, P in planul unui tri-
unghi ABC. Se ridicd in O, pe OP, perpendiculara (A), care intil-
neste laturile BC, (A, AB in A’ B’) C'. Dreptele PA’ PB’,
PC’ intilnesc in «, B, y perpendlculare]e duse in O pe 01 OB,
OC. Si se demonstreze ca punctele «, B, y sint coliniare.

1186. Se considerd un patrulater complet ABCDEF. Fie [
punctul de intilnire a diagonalelor AC, BD; dreapta /E intersec-
teazd laturile DA, BC in M si N. Dreptele MB, MC intilnesc
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diagonalele 4C, BD in «, 8; ND, NA intilnesc aceleasi diagonale
in a’, B’. S& se demonstreze cd «, B,s1 F;a', % si F;a, B s1 E; o,
f si E sint cite trei puncte coliniare.

1187. Aceleasi date ca in problema precedentd. S& se de-
monstreze cad dreptele MB si NA, MC si ND se intilnesc pe
dreapta [F.

1188. Aceleasi date. Dreapta /F intilneste laturile AB, CD in
M’ si N'. Si se arate ci atit dreptele MM, BD, NN’ cit sidrep-
tele M'N, AC, MN' se intilnesc in cite un punct pe EF.

1189. Fie B,, C, mijloacele laturilor AC, AB ale triunghiului

ABC, Pun punct oarecare pe latura BC. Dreptele PB,, PC, intil-
nesc pe AB, AC in B, si C,. S se demonstreze cid B,(, este para-
leld la AP si cd mtersecteaza pe BC intr-un punct Q, asa cd

0C:0B = PC? . PB2,

1190. Se considerd o dreaptd (A) in plan{ﬂ unui triunghi A BC
si un punct O pe (A). S4 se demonsireze cid simetricele dreptelor
OA, OB, OC in raport cu (A) intilnesc respectiv laturile BC, CA,
AB in punctele A", B’, C' coliniare.

1191. Se dau douad drepte (A), (A’), trei puncte A, B, C pe
(A) si trei puncte A°, B, C’ pe (A’), Fie o, B, v punctele de
intilnire ale dreptelor BC’ si CB’, CA’ si AC' , AB' si BA'. Si
se arate c¢i «, B, v sint coliniare.

1192. Fie O un punct in planul triunghiului A BC, iar «, B, v
punctele in care laturile acestuia sint intilnite de o transversala
(A). Sa se demonstreze ca: .

a) perpendicularele duse prin O la Oa, OB, Oy intilnesc pe (A)
respectiv in punctele o', 8, v', astfel ca dreptele A«', BB, Cv'
sint concurente;

b) O’ fiind proiectia lui O pe (A), perpendicularele in O’ pe
O’'A, O'B, O’'C intilnesc respectiv pe Oc, OB, Oy in punctele a, b, ¢
coliniare.

1193. Se considera in acelasi plan doud triunghiuri ABC,
A'B’C’ si un punct M. S& se demonstreze ci dacd dreptele MA’,
MB’, MC’ intilnesc respectiv laturile BC, CA, AB in punctele
«, 3, + coliniare, atunci si dreptele MA, MB, MC intilnesc res-
pectiv laturile B'C’, C'A’, A’B’ in punctele «', B, ¥’ coliniare.

1194. Se considera cinci cercuri (0,), (0,), (0s), (®), (®') in
acelasi plan. Fie T triunghiul format de axele radicale (A,), (A,),
(Ag) ale cercului () si cercurilor (0y), (0y). (0s), iar T" triun-
ghiul format de axele radicale (Aj), (Az), (A3) ale cercului (w')
si cercurile (0,), (0,), (O;). S& se demonstreze ci triunghiurile
T, T’ sint omologice.
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1195. Daca virfurile A,, 4, A, ale unui triunghi variabil se
deplaseazd respectiv pe trei drepte fixe (D,), (D,),, (D;) ce trec
prin acelasi punct  si daca doua laturi 4,A4,, A,4, trec prin cite
un punct Tix 0,5, O-5, atunci a treia laturd A3A trece printr-un
punct fix Oy, ce se afld pe dreapta 0,,0,;.

1196. Se considerd pe un cerc sase puncte oarecare A4, a, B,
b, C, ¢. Si se demonstreze cd dreptele lui Pascal ale hexagoa-
nelor inscrise AaBbCc, AbBcCa, AcBaCb se intilnesc in acelasi
punct. :

1197. Se considerd patru cercuri (0;) (0,), (Os), (0,) cu cen-
trele coliniare si care au un punct comun P, nesituat pe linia cen-
trelor. O dreaptd (A) ce trece prin P intersecteazd din nou cercu-
rile in punctele A, B, C, D. Si se demonstreze c&, oricare ar fi
dreapta (A), raportul anarmonic (ABCD) ramine constant.

1198. Se considerd patru sfere (0y), (O3), (Os), (O,) cu centrele
coliniare si care au un punct comun P exterior liniei centrelor.
O dreaptd (A) ce trece prin P intersecteazd din nou sferele in
punctele A, B, C, D. Sa se demonstreze ci, oricare ar fi dreapta
(A), raportul anarmonic (4 BCD) rdmine constant.

1199. Sa se demonstreze cd raportul anarmonic al fasciculului
format de patru plane care trec printr-o dreapld oarecare (A) si
prin virfurile 4, B, C, D =ale unui tetraedru este egal cu raportul
anarmonic al celor patru puncte de intersectie «, B, v, & ale dreptei
(A) cu fetele tetraedrului, respectiv opuse virfurilor 4, B, C, D.

Capitolul XXV
POL ;1 POLARA

1200.. Fiind dat un triunghi care are un unghi obtuz, si se
demonstreze ci existd un cerc astfel ca fiecare laturd este polara
virfului opus fatd de acest cerc. (Triunghiul se numeste conjugat
fatd de cerc).

1201. Se considerd un cerc de centru O si de razi R si un
punct A fix, in acelasi plan. S& se determine locul geometric al
punctului , centrul cercului circumseris triunghiului A BC, con-
jugat fata de cercul (0).

1202. Prin virfurile unui trlunghl ABC se duc tangente la
cercul circumscris. Tangentele in B, (' se intilnesc in P ; fie D punc-
tul de intersectie a dreplei AC cu o paraleld dusi prin B la tan-
genta in A. S& se demonsireze cd dreapta care uneste virful A cu

mijlocul M -al segmentului BD trece prin P.
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1203. Pe diametrul AB al unui cerc O se ia OM = ON. Se
unesc punctele M, N, O cu un punct oarecare P al cercului, prin
drepte care intersecteazi din nou cercul in 7', N’, O’. S& se demon-
streze cd M'N’, tangenta in.O’ si diametrul AB se intilnesc in
acelasi punct.

1204. Si se demonstreze cd intr-un triunghi ABC simediana
virfului A trece prin punctul de intersectie a tangentelor in B
1 C la cercul circumscris triunghiului.

1205. Pe un cerc se dau trei puncte A, B, C si mijloacele
A’, B’, C' ale arcelor BC, CA, AB. Tangentele in A 51 A’ la
cerc se intilnesc in A,, cele din B si B’ in B,, cele din C si C’
in C,. S4 se demonstreze ci punctele 4, B,, C, sint coliniare.

1206. Sa se construiascd un tvriunghi cunoscind pozitia unu
virf, pozitia piciorului bisectoarei corespunzdtoare si stiind ca
celelalte doud virfuri sint pe un cerc dat.

1207. Sa se construiascd un triunghi ABC’, cunoscind virful 4,
mijlocul M al lui BC, lungimea lui BC, precum si directia bisec-
toarei ce pleacd din A.

1208. Sa se inscrie intr-un cerc dat un patrulater, cunoscind
doud puncte prin care trec doui laturi opuse si punctul de intilnire
al celorlalte doua.

1209. Fie ABC un triunghi dat, O, centrul cercului celor noui
puncte, T,, T,, T, interseciiile tangentelor in A, B, C la cercul
{0) circumsecris triunghiului ABC, cu laturile BC, CA, AB. Si
se arate ci polarele punctelor A, B, C in raport cu cercul (Oy), trec
prin T,, T,, T, Si se deduci apoi cd dacd «, B, y sint’ polii
laturilor BC, CA, AB in raport cu cercul (Oy), atunci A«, Ba, Cy
sint concurante.

1210. Fie abc triunghiul obtinut ducind prin virfurile triun-
ghiului ABC tangente la cercul circumscris lui. Din O se duc
paralele la BC, CA, AB, ce intersecteazd tangenta intr-un punct
M, al cercului (0), in «, B, v. Sa se demonstreze ci:

a) dreptele aa, bB, cy sint concurente intr-un punct §;

b) dacd doud virfuri ale triunghiului ABC sint fixe, S descrie
o dreapta.

1211. Se di un cerc (C) si doud puncte fixe in plan, 4, B. Prin
A se duce o secantd care intilneste cercul (C) in punctele M gi N;
dreptele BM, BN intersecteazd cercul in M’, N'. S& se demon-
streze c¢i dreapta M'N’ trece printr-un punct fix, cind secanta
AMN variaza.

1212. Un cerc tangent laturii BC a triunghiului 4 BC in mijlo-
cul sdu M si trecind prin virful A, intilneste laturile AB, AC in
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B’, C'. Fie T, T" punctele de intilnire ale laturii BC cu dreapta
B’C’ si tangenta in A a cercului AB'C’. Sa se demonstreze ci
TM= MT.

1213. Si se demonstreze cd doud triunghiuri polar reciproce
in raport cu un cerc sint omologice.

1214. Se considerd o dreaptd (A) perpendiculard pe linia cen-
trelor cercurilor (0) si (O’) si un punct P variabil pe (A). Se cere
locul punctului ¢ comun polarelor lui P in raport cu (0) si (0').

1215. Si se determine locul punctelor astfel ca polarele in
raport cu trei cercuri date si fie concurente.

1216. Diagonalele AB, CD ale patrulaterului armonic A BCD?
sint drepte conjugate ® in raport cu cercul circumscris,

1217. Sa se demonstreze ca intr-un patrulater armonic avem
relatia

CA DA

CB DB
1218. H fiind punctul de intilnire al diagonalelor AB. CD ale
unui patrulater armonic, sd se demonstreze relatiile

H—A_(az * (DAY, HC _(ACV_(BCY,
HB \CB DB)’ HD \4D BD
1219. Fie I, J mijloacele coardelor 4B, CD care sint diago-
nalele unui patrulater armonic ABCD. Si se demonstreze ci:
a) dreptele IC, ID sint sim~trice in raport cu AB, iar J4, JB

sint simetrice in raport cu C..;
b) avem relatiile

JA2=TB2=1IC-ID: ﬁ2=m2:ﬂ'ﬁ;
¢) X CID =2 CAD; < AJD =2 & ACB;

3 I =(A_C)2:(B_C * JA _(Ca 2_(53 :
w \4ap) \Bp) 7B \cB) \iB)

e) JA + JB =1IC + ID.
1220, 54 se demonstreze cd daci supunem pe unul din doua
triunghiuri ortologice unei translatii, asa ca centrele lor de orto-

D) Doud triunghiuri se numesc polar reciproc cind laturile unuia sint polarele
virfurilor celuilalt.

%) Patrulaterul ABCD inscris in cercul (0) se numeste armonic, cind pen-
tru un punct M al cercului (0) fasciculul M(ABCD) este armonic.

%) Doui drepte se numesc conjugate in raport cu un cerc atunci cind una din
ele trece prin polul celeilallc.
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logie s& coincidd, atunci triunghiurile orlologice devin polar reci-
proce fatd de un cerc cu centrul in centrul comun de ortologie.

1221. Fiind dat un triunghi A BC siun punct O in planul siu,
sd se demonstreze cd perpendicularele duse din O pe dreptele 04,
OB, OC intilnesc respectiv laturile BC, CA, AB in punctele
o, B, vy coliniare.

1222, Si se demonstreze cd dacd un hexagen este circumscris
unuii cerc, dreptele care unesc virfurile opuse trec prin acelasi
punct (teorema lui Brianchon).

1223. S& se demonstreze cd intr-un patrulater circumscris unui
cerc, dreptele care unesc punctele de contact ale laturilor opuse
trec prin punctul de intilnire a diagonalelor.

1224. Se considerd triunghiul ABC circumscris unui cerc de
centru O si o tangentd T la acest cerc. Sd se demonstreze cé per-
pendicularele duse din O pe dreptele OA, OB, OC intilnesc tan-
genta T in punctele 4,, B;, C,, astfel cd dreptele AA,, BB,
CC; sint concurente. !

1225. Se considerd doud grupuri de cite trei drepte concu-
rente la, Ib, Ic si I'a’, I'b’, I'c" si fie «y, By, y1 §1 @3, Ba, vz TES-
pectiv intersectiile perechilor de drepte (16, I'c’), (Ic, I'a’),
(Ia, I't’), (Ic, I'V), (Ia, I'c"), (Ib, I'a’). S& se demonstreze ci
dreptele oo, B,Bs, Yive sint concurente.

1226. Se dau trei drepte (a), (), \c), paralele cu dreapta (D),
trei drepte (a’), (b), (¢’) paralele cu o altd dreaptd (D) si fie
o, B1, Y1y %2, B2, Y2 respectiv intersectiile perechilor de drepte (b, ¢’),
(¢, ') (a, b"), (c, &), (a, '), (b, a’). S& se demonstreze cd drep-
tele o025, B1Bs, viY2 sint concurente.

1227, Cu cinci drepte luate cite patru se pot forma cinci
patrulatere complete. Si se demonstreze cd cele cinci drepte ale
lui Newton ale acestor patrulatere trec prin acelasi punct.

1228. Se dau dou# drepte paralele (D) si (D) si un triunghi
ABC. Sa se giiseascd pe (D) un punct P, asa ca dreptele PA,
PB, PC si intersecteze dreapta (D’) in trei puncte a, b, c, astfel
incit ab = be.

1229. Se dau doud drepte paralele zz’, yy’ si un cerc (0).
Dintr-un punct M mobil pe zz’ se duc tangentele la cerc care
intilnesc dreapta yy’ in A si B. S& se demonstreze cd dreapta
M P, care uneste punctul M cu mijlocul P al segmentului A 53, trece
printr-un punct fix.

1230. Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc (0). Latu-
rile AB, CD se intilnesc in E, AD si BC in F, iar diagonalele
AC si BD in G. S& se demonstreze cd triunghiul EFG este conju-
gat in raport cu cercul (0).
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1231. Se considera doud cercuri ortogonale (0), (O') si un
punct P pe cercul (0). Dreptele PO si PO’ intersecteazd cercul
(0) in A si B, iar AB intilneste cercul (0’) in C si D. Sa se
demonstreze ca tangentele in C si D la cercul (0’) se intilnesc
in P.

1232. Fie E centrul unui cerc (C) ce trece prin doud puncte
fixe A si B. Polara unui punct fix P in raport cu cercul (C)
intersecteazd dreapta EP in M. Si se arate cid perpendiculara
pe MP, dusi prin mijlocul sdu, intersecteazd pe AB intr-un
punct fix, cind cercul (C) variazi.

1233. Pe bisectoarea unghiului A a triunghiului ABC seiau
doud puncte oarecarz M si V. S& se arate ci:

a) proiectiile lui A pe BM, BN, CM, CN sint pe un cerc (I');

b) polarele lui A fata de cercurile (I‘) trec prin intersectia D
a laturii BC cu bisectoarea exterioard a unghiului A ;

¢) cercurile (I') sint ortogonale cercului descris pe AD ca
diametru.

1234. Se dau o sferd (0) si un plan (P). Un plan variabil (=)
trece printr-un punct M al lui (P) si intersecteazd sfera dupéd un
cerc (C). Se cere locul centrului sferei circumscrise conului care
are cercul (C) ca bazi si centrul sferei (O) ca virf: a) cind M este
fix; b) cind M este mobil in planul (P).

1235. Se dau o sferd, un cerc (A) situat pe aceastd sferd si un
punct B in spatiu. Prin punctul B se duce un plan variabil (P)
care intersecteazd sfera dupd un cerc (C).

a) Cum trebuie ales planu! pentru ca cercurile (4) si (C) sd
fie tangente?

b) Gare este locul polului planului (P) in acest caz?

1236. Se dau o sferd i doud .ercuri (4) si(A’) pe aceastd sferd.
S& se giseascd locul polilor planelor (P) care intersecteazd sfera
dupéd cercuri (C) tangente cercurilor date (A4) si (4°).

Capitolul XXVI1
INVERSIUNE

1237. Fie A, B doud puncte fixe pe un cerc (0). Se iau pe cerc

dou# puncte mobile M, N, agaca AM = BN. Se cere locul punc-
tului de intersectie a dreptelor AM si BN.

1238. Se uneste un punct oarecare M cu virfurile triunghiu-
lui ABC. Si se arate cd perpendicularele coborite din punctul de
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intilnire A al indltimilor, pe dreptele MA, MB, MC, intilnesc
laturile BC, CA, AB in trei puncte A,, B;, C, situate pe o dreaptd
(D) perpendiculard pe MH.

1239. Si se demonstreze cd perpendicularele coborite din vir-
furile unui triunghi pe dreptele, ce unesc ortocentrul cu mijloa-
cele laturilor, intilnesc daturile in trei puncte situate pe o dreapta
perpendiculard pe dreapta lui Euler.

1240. Cercurile (O) si (0’) sint inverse in raport cu cercul (o).
Sd se arate cd inversul cercului descris pe segmentul cuprins intre
centrele de aseménare ale cercurilor (0) si (0'), ca dlametru este
axa radicald a acelor cercuri.

1241. Si se demonstreze teoremele lui Ptolomeu prin inver-
siune.

1242, Se considerd patru puncte O, A, B, C pe un cerc. S&

se demonstreze ci cercurile descrise pe OA, OB, OC ca diametre
se intilnesc din nou, doud cite doud, in trel puncte coliniare
(Salmon).

1243. Se considerd un triunghi A BC inscris intr-un cerc (0).
Fie A’, B’, C’ simetricele punctelor 4, B, C in raport cu punctul
0, A", B”, C" simetricele punctelor A, B, C respectiv in raport
cu mediatoarele laturilor opuse. S3 se demonstreze ci:

a) cercurile OA’'A”", OB’B”, OC'C" au un al doilea punct
comun [/ ;

b) daca latura BC este fixd iar unghiul A constant, locul lui /
este un cerc.

1244. Se considerd un hexagon ABCDEF inscris intr-un cerc
de centru 0. S3 se demonstreze cd cele trei cercuri, care trec prin
O si prin mijloacele a doud laturi opuse, au un al doilea punct
comun.

1245. Trei cercuri au un punct comun O si se intilnesc din
nou, doud cite doud, in alte trei puncte A, B, C. Perpendicu-
larele duse prin O pe coardele OA, OB, OC intilnesc respectiv
cercurile OBC, OCA, OAB in punctele «, B, y. S& se arate ca
punctele O, «, B, y se gdsesc pe un acelasi cerc.

1246. Se considerd un cerc (O) st doud cercuri (0'), (0”) tan-
gente cercului (0) care se intilnesc in A si B. Un cerc variabil
() tangent la (O’) si (O”) intersecteazd pe (0) in M si IN. Se
cere locul centrului cercului circumscris triunghiului A MN.

1247. Se considerd un cerc (0), o dreaptd (A) si un punct D
in interiorul cercului. Se cere locul geometric al ortocentrului H
al triunghiului A BC care are virfurile B si C pe cercul (0), virful
A pe dreapta (A) si in care D este piciorul indltimii coborite din
A pe BC.
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1248. Se considerd toate triunghiurile ABC care au acelasi
virf A si acelasi punct de intilnire / a bisectoarelor. Fie 7, I,, 1,
centrele cercurilor exinscrise. Cercul /7, I, intersecteaza in M
mediana triunghiului /5C care pleacd din I, apoi cercul /BC
intilneste in N mediana care pleaci din / a triunghiului /7,7,
Séa se demonstreze ci toate cercurile /A//V au aceeasi axa radicali.

1219, Si se demonstreze ci cercul celor noud puncte al unui
triunghi este tangent cercurilor inscris si exinscrise (Feuerbach).

1250. Fie I centrul cercului inscris intr-un triunghi ABC. Si
se demonstreze ci cercul tangent cercurilor circumscrise triun-
ghiurilor BCI, cAI, ABI este tangent cercului circumscris tri-
unghiului 71,1, format de centrele cercurilor exinscrise.

1251. Fie (T") cercul tangent interior cercurilor exinscrise (I,),
(Tp), (T',) ale triunghiului A BC si fie (w,), (w,), (w,) cercurile tan-
gente exterior la doud din cercurile (I',), (I%), (I';) si interior la
al treilea. S¥ se demonstreze ci dacy (IV) este cercul tangent inte-
rior la (w,), (w,), (w,), cercurile (I') si (I'") sint tangente.

1252. Se considerd un triunghi ABC si un punct fix P pe
latura BC. Cercul APC intersecteazi din nou latura AB intr-un
punct D. Si se arate cid dacd BC se roteste in jurul lui P, cercul
BPD rimine tangent unui cerc fix.

1253. Se considerd un patrulater convex ABCD ale cirui dia-
gonale se intilnesc in L. Cercurile ABL si CDL se intilnesc in L
si M, cercurile ADL si BCL in L si N. Dreapta LM intilneste
din nou cercurile ADL si BC” in P si Q respectiv, iar LN cercu-
rile ABL si CDL respectiv in R si S. Se cere:

a) sd se arate ce devine fitura printr-o inversiune avind
polul in L;

b) si se deduci apoi ¢d LM si LN sint conjugate armonic fati
de diagonalele AC si BD;

c) si& se arate cid avem

m-mem-m:%ﬂe-m

si patru grupe de relatii analoge.
1254. Se considerd un triunghi oarecare ABC. Se cere:
a) si se arate cd linia centrelor cercurilor ce trec printr-un

punct fix M de pe BC si sint tangente in B si C la AB, AC trece
printr-un punct fix NV, cind punctul A se misci pe o dreaptd (A);
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b) sd se arate cd MN riamine paraleli cu ea insisi, cind M
se miscd pe BC;

c) si se gédseascd locul celui de-al doilea punct ccmun celor
doud cercuri.

1265. Se dau cercurile (0,), (0,), (0;), care trec prin doui
puncte I, si I,. O secantd dusi prm Il mntersecteazd cercurile in
A, A,, Az Se cere locul lui 44, conjugatul armonic al lui 4, in
raport cu A, 51 4,.

1256. Se dau trei puncte coliniare A, B, C si se considerd
toate cercurile (O) ce trec prin punctele B si C. Se cere si se
géiseasca:

a) locul punctului de contact T al unuia din cercurile (0) cu
un cerc (O’), tangent in A la BC si tangent cercului (0);

b) locul intersectiilor dreptelor AT si BT respectiv cu cercu-
rile corespunzitoare din familille (0) si (Q").

1257. Punctele A, B, C nefiind coliniare, prin A si B, pe
de o parte, A si C, pe de altd parte, se duc doud cercuri ortogo-
nale care se mai intersecteaza in P. Care este locul lui P?

1268. Se considera toate sferele care trec prin virfurile unui
triunghi ABC si toate conurile circumscrise corespunzitoare, ce

au virfurile intr-un punct fix D al laturii BA. Se cere locul cercu-
rilor de contact si locul centrelor acestor cercuri.

1259. Se dau trei puncte A, B, C si se iau inversele lor 4’, B,
C’ in raport cu un pol de inversiune M. Se cere locul punctulul
M, pentru ca triunghiul A’B’C’ sa fie isoscel sau echilateral.

1260. Se da o sferd (S) si doud puncte A, B. Se consideri
sferele (X) trecind prin punctele A, B si tangente la (S). Se cere
locul punctului M de contact intre (X) si (S5).

1261. Se considerd doud plane (P), ({) care nu sint perpendi-
eulare, un punct C si o sferd (X) care trece prin punctul C, este
tangentd in M planului (P) si are centrul o in planul (Q).
Se cere:

a) locul lui M;

b) sd se arate cd locul punctului  este o elipsd (E), situatd
in planul (Q);

c) sd se arate ca conul care are ca virf punctul C si curbi direc-
toare (E) este de rotatie.

1262. Si se demonstreze cd dacd o sferd este tangenta la

trei sfere fixe (Sy), (Ss), (S3), locul punctulm de contact pe flecare
din ele se compune din cercuri (teorema lui Dupuis).

133



Capitolul XXVII
OMOGRAFIE, INVOLUTIE

1263. Se dau doud perechi de puncte A, B si A’, B’, precum
si o dreaptd (D). S& se ducd un cerc prin 4, B si alt cerc prin
A’, B’', astfel incit secanta lor comuna sid fie dreapta (D). Sa se
discute conditiile de posibilitate ale problemei.

1264. Se considerd intr-un plan doud drepte (L), (L’) si un
punct P. O secantd dusd prin P intilneste pe (L) si (L) in m si m'.
Sa se arate cd m si m’ descriu pe (L), (L) diviziuni omogra-
fice, sd se giseascd relatia omograficd ce le leagi si sd se caute
punctele limita.

1265. Se considerd un cerc si doud tangente fixe la acest
cerc (L) si (L'); o tangentd variabili la cerc intilneste pe( ), (L)
in punctele m, m’. Si se demonstreze cd punctele m, m’ descriu

L), (L) diviziuni omografice si sd se afle punctele limita.

1266. Un unghi de mairime « se roteste in jurul virfului siu,
0, fix. M si N fiind punctele unde laturile lui intersecteazi o
dreaptd din plan, iar / si J picioarele oblicelor duse prin O si
inclinate de unghiul « pe acea dreaptd, si se demonstreze ci pro-
dusul /N-JM este constant.

1267. Se considerd intr-un plan o dreaptd (L) si doud puncte
A si B nesituate pe dreaptd. Un cerc oarecare trecind prin A4 si B
intilneste pe (L) in doud puncte m, m’. Punctele m, m’ sint puncte
omoloage a doud diviziuni in involutie. Se cer punctele duble si
punctul central.

1268. Se considerd intr-un plan doua drepte (D), (L) si un
cerc tangent dreptei (L). Printr nn punct variabil A, luat pe (D),
se duc tangente la cerc, carc intilnesc pe (L) in punctele m, m'.
Si se arate cd punctele m, m’ descriu pe (L) diviziuni in involu-
tie si sd se gdseascd punctul central si punctele duble.

1269. Fie (A) o dreaptd paraleld cu baza BC a triunghiului
isoscel ABC. Se considerd un punct M variabil pe (A). Dreptele
BM, CM intilnesc respectiv pe AC, AB in punctele V.si P. Daca

se iau ca sensuri pozitive ale segmentelor BP si CN, respectiv

BA si CA, si se demonstreze ci
1 1

—_ ———— = const.

Bp CN

1270. Se dau intr-un plan un cerc (C) si o dreaptd (). Se ia
pe aceastd dreaptd.un punct oarecare m, se considerd polara (A)
a acestul punet in raport cu cercul si se ia punctul m’, unde se
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Intilnesc (L) si (A). Si se arate cd daci m descrie dreapta (L), punc-
tele m, m’ descriu divizuni in involutie pe (L). Si se determine
punctul central si punctele duble.

1271. Fie P un punct variabil pe cercul circumscris unui tri-
unghi echilateral OAB. Dreptele BP, AP intilnesc pe OA4, OB
respectiv in M, N. Si se demonstreze relatia

AM- BN = 042

1272. Se iau trei puncte o, o', a pe un cerc si se duce tan-
genta (L) in punctul a. M fiind un punct variabil pe cerc, o M,
o' M intilnesc dreapta (L) in punctele m si m’. Si se demon-
streze cd -

- b =const.
am am

1273. Fie L o dreaptd paralelid cu latura BC a triunghiului
ABC, circumscris cercului (/). O tangentd variabild la acest cerc
intilneste pe AB, AC in a, a’. O fiind punctul de tangentd al
laturii BC cu cercul, dreptele Oa, Oa’ intilnesc pe (L) in m si m’,

S& se demonstreze cd marimea segmentului mm’ este constanti.

1274. Se dau doud axe dreptunghiulare orientate Oz, Oy, un
punct A pe Oz $i un cerc tangent la Oy in punctul O. Prin A se
duce o dreaptd oarecare care intilneste cercul in B, B’; tangen-
tele in aceste puncte intersecteazi pe Oy in punctele M, M’. Si

se demonstreze cd produsul OM -OM’ are o valoare constanta.

1275. Fie A, A’ doud puncte conjugate armonic in raport cu
doud puncte B, B’ si fie a, b mijloacele segmentelor AA’ s1 5B,
Sd se demonstreze cd conjugatul armonic al lui @ in raport cu
B, B’ coincide cu conjugatul armonic al lui b in raport cu A4, A4’
si acest punct este punctul central al involutiei definite prin
perechile de puncte (4, 4°), (B, B’). N

1276. Se dau doud cercuri (C) si (C’) tangente la o aceeasi
dreaptd (A). Tangentele duse printr-un punct P la (C) intilnesc
pe (A) in punctele m, m’ si prin aceste puncte se duc tangente
cercului (C’) care se intilnesc in punctul P’. Si se demonstreze
cd dacd punctul P descrie o dreaptd (D) si punctul P’ descrie o
dreaptd (D’).

1277. Se considerd un cerc () inscris in triunghiul ABC. O
tangentd oarecare la cerc intilneste laturile BC, CA, AB respectiv
in a, b, ¢, si fie a’, b, ¢’ izotomicele punctelor a,b, c. S& se de-
monstreze cd punctele a’, b’, ¢’ se gisesc pe o dreaptd care se
roteste in jurul punctului lui Nagel, cind tangenta abc variaza.
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1278. Si se demonstreze ci dacd laturile unui patrulater com-
plet sint tangente unui cerc, dreapta lui Newton trece prin centrul
cercului.

1279. Polarele unui punct M, in raport cu unghiurile 4, B, C
ale unui triunghi ABC, intilnesc laturile opuse in trei puncte
«, B, coliniare. Si se demonstreze ci daci punctul M descrie cercul
circumscris triunghiului, dreapta «8y trece prin punctul lui Lemoine
al triunghiului.

1280. Printr-un punct I ales arbitrar pe latura AB a triun-
ghiului ABO se duc paralele la OA, OB care intilnesc respectiv
dreptele OB, 04 in M, M'. S& se giseascd locul ortocentrului H
al triunghiului GMM'.

1281. Se considerd un triunghi echilateral ABC si fie (y) cercul
inscris, iar (y,), (v»), cercurile exinscrise in unghiurile 4, B. O tan-
gentd oarecare la (y) intilneste pe CA, CB in punctele a, b; din
punctul a se duce cercului (y,) tangenta diferitd de CA4, iar din
punctul b se duce cercului (y,) tangenta diferiti de CB. Si se
arate cd aceste tangente se intilnesc intr-un punct m, situat pe a
patra tangentd (7)), comund cercurilor (v,), (v»)-

1282. Fie ABC un triunghi inscris in cercul de centru O si

‘MN un diametru al acestui cerc, care intilneste laturile BC, CA,
AB respetiv in punctele A’, B’, C’. Se iau simetricele 4,, B,
C, ale punctelor A’, B’, C’, in raport cu punctul 0. Si se demon-
streze ci dreptele AA,, BB,, CC, trec prin acelasi punct situat
pe cercul (O).

1283. Se dau cinci puncte rixe A, B, C, P, Q pe un cerc §i
se uneste un punct M variabil pe cerc cu punctele P si Q. Dreapta
MP intilneste pe AB in punctt p, iar dreapta MQ intilneste pe
AC in punctele ¢. Si se arate ca dreapta pq trece printr-un punct fix.

1284. O transversald (A) intersecteazi laturile BC, CA, AB
ale unui triunghi A BC respectiv in punctele «, B, y; fie A’, B', C’
simetricele punctelor A, B, C in raport cu un punct O situat pe (A).

a) Sd se demonstreze ci dreptele A'x, B'B, C'y trec printr-un
punct M.

b) Sa se giseascd locul geometric al punctului M, cind punc-
tul O se deplaseazid pe transversala fixa (A).

1285. Si se demonstreze cid dacd prin virful comun O a doni
fascicule de drepte in involutie se duce un cerc, dreptele ce unesc
punctele, situate pe cerc, a doud raze omoloage trec printr-un
punct fix (teorema lui Frégier).

1286. Fie P un punct situat pe latura BC a unui triunghi A BC.
O secantd arbitrard dusi prin P intilneste cercul circumscris tri-
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unghiului in punctele N, N’. Dreptele AN, AN’ intersecteazi
latura BC in punctele M, M’. Si se demonstreze ci daci secanta se
roteste in jurul lui P, cercul circumscris triunghiului A MM’ trece
printr-un punct fix diferit de A.

1287. O secantd oarecare intilneste perechile de laturi opuse
ale unui patrulater complet in trei perechi de puncte in involutie
(Desargues). Si se demonstreze cd dacd se uneste un punct O cu
perechile.de virfuri opuse ale unui patrulater complet, se obtin trei
perechi de drepte care sint in involutie.

1288. Si se demonstreze dacd un patrulater complet este
inscris intr-un cerc, o secantd oarecare intilneste perechile de laturi
opuse si cercul in patru perechi de puncte, care sint omoloage intr-o
involutie (teorema lui Desargues).

Dacéd un patrulater complet este circumscris unui cerc; drep-
tele, care unesc un punct oarecare O cu perechile de virfuri opuse
si #angentele duse din O la cerc, formeazi patru perechi de drepte
care sint raze omoloage a doud fascicule in involutie.

1289. Se considerd un triunghi ABC si o dreapt (A) care intil-
neste laturile BC, CA, AB in punctele a, b, c. Se iau pe (A) trei
puncte a’, &', ¢’. Si se demonstreze cd conditia necesard si sufi-
cientd pentru ca dreptele Aa’, Bb’', Cc’ si fie concurente este ca
perechile de puncte (a, a’), (b,0'), (¢, ¢’) sa fie in involutie.

1290. Se considerd un triunghi ABC. Printr-un punct oarecare
P din plan se duc dreptele Pa, PB, Py, Pa’, PR, Py’, respectiv
paralele cu BC, CA, AB, Aa’, Bb’, Cc’. Conditia necesari si sufi-
cientd ca dreptele Aa’, Bb’, Cc’ si fie concurente este ca pere-
chile de drepte (Pa«, Pa’), (PB, PB'), (Py, Py') si fie in invo-
futie. Sd se deduci teorema triunghiurilor metaparalele.

1291. Se considerd un punct O in planul unui triunghi ABC.
Un cerc oarecare (w), care trece prin O, intilneste cercurile OBC,
OCA, OAB respectiv in punctele A’, B’, C’; dreptele 04’, OB’,
OC’ intilnesc laturile BC, CA, AB respectiv in punctele a, 3, ¢,
iar dreptele OA, OB, OC intersecteazi cercul () in punctele
A,, By, C,. 5S4 se demonstreze ci:

a) punctele a, b, ¢ sint coliniare;

b) dreptele 4,4’, B,B’, C,C’ sint concurente.

1292. Se considerd un triunghi ABC inscris intr-un cerc (0)
si o dreaptd (A) care intilneste laturile BC, CA, AB respectiv in
punctele a, b, c. Se iau pe (A) doud puncte p, ¢, conjugate in raport
cu cercul si fie a’, b', ¢’ conjugate armonice ale punctelor a, b, ¢
in raport cu punctele p, g. S se demonstreze ci dreptele Aa’, Bb’,
Cc¢' trec prin acelasi punct situat pe cercul (O).

1293. Se considerd un triunghi ABC inscris intr-un cerc (0)
si o dreaptd (A) care intilneste laturile BC, CA, A B respeetiv in
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punctele A,, B;, C,. D fiind un punct pe cercul (0), dreptele DAe,
DB,, DC, intilnesc din nou cercul in punctele A4,, B,, C,. Si se
arate ci dreptele A4, BB,, CC, se intilnesc intr-un punct M,
situat pe dreapta (A).

1294. Se dau trei drepte in spatiu (D), (L), (L'), astfel ca doud
oarecare si nu fie situate in acelasi plan. Prin dreapta (D) se duce
un plan oarecare, ce intilneste pe (L), (L’) in punctele m, m’. S&
se arate cd m, m’ descriu pe (L), (L’) diviziuni omografice si sé
se giseascd relatia omograficd ce le leaga.

Capitolul XXVIII
SECTIUNI CONICE

1295. Si se demonstreze cd suma distantelor unui punct la
focarele unei elipse este mai micd sau mai mare decit axa mare,
dupd cum punctul este interior sau exterior elipsei.

1296. Sa se demonstreze cd diferenta distantelor unui punct la
focarele unei hiperbole este mai mare sau mai mici decit axa trans-
versd dupd cum punctul este interior sau exterior curbei.

1297. S3d se demonstreze cid depdrtarea unui punct la focarul
unei parabole esté¢ mai micd sau mai mare decit depirtarea acelui
punct la directoare, dupd cum punctul este interior sau exterior

parabolei.
1298. Care este cea ma’ .curtd §i cea mai lungd distantd, de
la centrul unei elipse la un punct al curbei? .

1299. Si se demonstreze -~ doud elipse, care au axele mari
egale si care au un focar comun, nu se pot intersecta decit in dou&
puncte.

1300. Si se determine locul centrelor cercurilor tangente la
doud cercuri date.

1301. Se considerd familia de cercuri tangente dreptei AB in
punctul fix C. Prin punctele fixe A si B se duc tangente la aceste
cercuri. Se cere locul punctului de intilnire a acestor tangente.

1302. Se se determine locul punctelor egal depirtate de un
cerc (O0) si de o dreaptd (A).

1303. Sa se determine locul punctelor astfel ca suma sau dife-
renta distantelor la un punct fix si la o dreaptd fix3 si fie o con-
stantz.

1304. Si se determine locul centrului cercului inscris intr-un
sector circular AOB, in care una din raze OA este fixd, iar cea-
laltd, OB, mobil4.
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1305. Se da un cerc (0) si o tangeta fixd (A) la acest cerc.
Intr-un punct variabil M al cercului se duce tangenta care inter-
secteazd tangenta fixd (A) in V. Se cere locul geometric al inter-
sectiei perpendicularei in IV pe (A) cu raza OM a cercului.

1306. Fie ABCD un trapez isoscel. Se cere locul punctului £,
unde se intilnesc laturile neparalele CB si DA, cind A este fix,

iar B se miscd pe cercul cu centrul in punctul fix C si cu raza EB,

1307. Sa se demonstreze cd coarda comunii a doud parabole,
avind aceeasi directoare, este mediatoarea segmentului care uneste
cele doud focare.

1308. Fie M un punct mobil pe o parabold. Tangenta in M
intersecteazd tangenta la virf in P. Paralela din M la axa para-
bolei intersecteaza o perpendiculard fixd pe axi, in V. Si se arate
cd NP trece printr-un punct fix.

1309. Sa se demonstreze cd punctele de intilnire a doua para-
bole, care au acelasi focar, se gisesc pe bisecfoarele unghiului for-
mat de cele doud directoare ale parabolelor.

1310. 'Sd se demonstreze cé:

O tangentd la o elipsd face unghiuri egale cu razele vectoare
ale punctului de contact.

O tangentd la o hiperbold este bisectoarea unghiului format de
razele vectoare ale punctului de contact.

1311. S& se demonstreze cd o tangentd la o parabold face
unghiuri egale cu raza vectoare a punctului de contact si cu para-
lela la axd, dusa prin acest punct.

1312. Si se demonstreze cd o elipsd si o hiperboli, care au ace-
leasi focare, se intersecteazi in unghi drept.

1313. Sa se demonstreze cé doud parabole, care au acelasi focar
si axele indreptate in sens contrar, se intersecteazi in unghi drept.

1314. Si se demonstreze cd locul simetricului ¢ al focarului F
al unei elipse (sau hiperbole), in raport cu tangentele, este un cerc
descris din celdlalt focar F’ ca centru, cu lungimea 2a¢ a axei mari
(sau axei transversale) ca raza.

1315. S& se demonstreze cd locul proiectiilor focarelor pe tan-
gentele la o elipsd (sau hiperbold) este cercul (principal) descris
pe axa mare (sau axa transversald) ca diametru.

1316. Locul simetricului ¢ al focarului F al unei parabole, in
raport cu tangentele, este (A), directoarea parabolei.

Locul proiectiilor focarului F al unei parabole, pe tangentele
ei, este tangenta la virf.

1317. S& se arate cd intr-o paraboli:

a) punctul de intilnire a tangentei intr-un punct M cu axa si
proiectia lui M pe axa sint simetrice in raport cu virful parabolei;

b) subnormala este constanta.
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1318. Fie F focarul unei parabole, M un punct mobil pe ea
si A un punct fix pe axa de simetrie. S& se giseascd locul geo-
metric al intersectiei dreptei MF cu paralela dusd prin A la ten-
genta in M.

1319. AB si AC fiind doud drepte perpendiculare, se duce o
dreaptd oarecare A R si paralela fixd CR la AB; apoi se ia pe AR
un punct M, astfel ca depirtarea sa MQ la AB si fie egald cu
CR. Se cere locul punctului M.

1320. Si se demonstreze cd hiperbola are ca asimptote per-
pendicularele Oz, Oy coborite din centrul O pe tangentele FH’,
FH, duse printr-unul din focare la cercul director, relativ la cela-
lalt focar F".

1321. Si se demonstreze cid perpendiculara coboritd din foca-
rul unei parabole, pe o tangentd la curba, este medie proportio-
nald intre raza vectoare a punctului de contact si jumitatea para-
metrului p. ,

1322. Se duce din mijlocul semiaxei OB’ o paraleli la axa
mare AA’ a unei elipse. Aceastd paraleld intersecteazi elipsa in
punctele M si N. Si se arate cd tangenta in M este paraleld
coardei BN.

1323. Si se arate ci tangenta intr-un punct la o paraboly
intilneste directoarea si coarda dus# prin focar, perpendiculard pe
axi, in puncte egal depirtate de focar.

1324. Daci proiectia P a unui punct M al unei parabole. pe
ax3, este mijlocul subnormalei QN a unui punct M’, atunci
depdrtarea lui M la axd es’ egald cu normala punctului M’

1325. S& se ducd o tangentd, printr-un punct dat, .la elipsa
sau la hiperbola.

1326. Si se ducd la elipsd sau la hiperbold o tangenti para-
leld cu o dreaptd data. )

1327. S4 se ducid la parabold o tangentd:

a) printr-un punct dat;

b) paraleld cu o dreaptd datai.

1328. S& se determine punctele de intersectie a unei drepte
(D) cu o elipsd (sau hiperbold) cunoscind focarele F, F' si axa
mare AA’ (respectiv axa transversald).

1329. Cunoscind focarul F si directoarea unei parabole, si se
determine punctele sale de intilnire cu o dreapti (D). '

1330. Tangentele PM, PM’, duse la elipsd sau hiperboli prin-
tr-un punct exterior P, fac unghiuri egale cu dreptele PF, PF’
ce unesc pe P cu focarele (Ponoelet). Sa se demonstreze cd drep-
tele PF, PF’ sint respectiv bisectoarele unghiurilor MFM’,
MF'M’', M si M’ filnd punctele de contact.
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1331. Tangentele PM, PM' duse dintr-un punct exterior P
la o parabold fac unghiuri egale cu dreapta care uneste acest punct
cu focarul si cu paralela dusid la axd prin punctul P. Sa se demon-
streze cd dreapta care uneste punctul P cu focarul este bisectoa-
rea unghiului format de razele vectoare ale punctelor de con-
tact M, M'.

1332 Pe doud tangente PM, PM’ la o elipsa sau hiperbola de
focare F, F', se iau lungimile PQ, PQ’ respectiv egale cu PF, PF".

Sé se demonstreze cd QQ’ este egal cu axa mare a elipsei sau cu
axa transversald a hiperbolei.

1333. Tangenta intr-un punct M, variabil pe cercul de centru
O si razd R, intilneste o dreaptd fixa (D) in punctul V. Bisectoa-
rele unghiurilor formate de aceastd tangentd cu dreapta (D) intil-
nesc diametrul MO in punctele P siQ. Sa se arate ca punctele P
§1 Q descriu doud parabole omofocale, tangente in P si @ bisec-
toarelor NP si NQ.

1334. Si se determine locul centrelor efipselor ale cdror axe
mari au aceeasi lungime, care au un focar comun si sint tangente
unel drepte date.
~ 1335. Si se determine centrul unei elipse cind se cunosc un
focar F, un punct al elipsei M si lungimile axelor.

1336. S& se demonstreze ci produsul distantelor focarelor une:
conice ‘(elipsd sau hiperbold) la o tangentd este constant.

1337. Se cere locul virfurilor unghiurilor drepte circumscrise
unei conice.

1338. Sa se demonstreze cd dacd extremitatile] unui segment
AB, de lungime constantd, alunecd pe doud drepte perpendiculare
Oz si Oy, un punct M oarecare al acestui segment descrie o elipsd
ale cdrei axe sint indreptate dupd Oz si Oy si au ca lungimi 2a,
2b, dublul distantelor MA, MB, de la punct la extremitatile seg-
mentului.

1339. Dacid extremititile unui segment AB, de lungime con-
stantd, alunecd pe doud drepte fixe oaracare Oz si Oy, sa se arate
ci un punet oarecare M, legat invariabil de AB in planul axelor,
descrie o elipsa.

1340. Conicele pot fi definite ca locul punctelor astfel ca rapor-
tul distantelor lor la un punct, numit, focar, si la o dreapta,
numitd directoare, si fie constant. Si se demonstreze cd acest
raport (excentricitate), egal cu c/a, este mai mic ca unitatea la elipsa,
mai mare ca unitatea la hiperbola si egal cu unitatea la parabola.

1341. Sa se demonstreze ci dreapta FI care unestejun focar
al unei conice cu punctul unde o coardd oarecare MN intilneste
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directoarea corespunzitoare lui F, este bisectoarea unghiului raze-
lor vectoare KM si FFN, sau a suplimentului acestui unghi, dupd
cum punctele M si NV apartin la doud ramuri diferite sau unei ace-
leiagi ramuri.

1342. Si se demonstreze cd, daci dintr-un punct / al direc-
toarei se duc tangente /7, IT’ la o conicd, coarda de contact
TT' trece prin focarul F corespunzitor si este perpendiculara pe
dreapta [F.

1343. Se dau doud conice bitangente in A si B. S& se arate
cd polarele unui punct oarecare din plan, in raport cu cele doud
conice, se intilnesc pe dreapta AB.

1344. Fie d un diametru al cercului (O) ecircumsecris triunghiu-
lui ABC si fie P,, P,, P, parabolele tangente dreptei (d) cu foca-
rele in virfurile A, B, C si axele poralele respectiv cu laturile
opuse BC, CA, AB. S& se demonstreze ci:

a) directoarele celor trei parabole se intilnesc intr-un punct Y
al cercului circumscris;

b) polarele punctului M in raport cu cele trei parabole sint
concurente.

1345. Se considerd un triunghi ABC. O dreaptd dusi prim
H‘ll]lOCul M al laturii BC intersecteaza laturile AB, AC respectiv
in P si Q. Si se demonstreze cd conicele, tangente in P siQ res-
pectiv la laturile AB si AC, intersecteazé latura BC in doui
puncte izotomice.

1346. Si se demonstreze ~1 curba polar reciprocd a unui cerc
(C) de centru C, in raport «u un cerc director (0), este o conici
cu focarul in O si avind ca directoare corespunzitoare, polara (A)
a punctului C in raport cu cei.ul (0), iar ca excentricitate, rapor-
tul d/r dintre distanta centrelor OC si raza cercului (C).

1347. Dintr-un punct A4 se duc tangentele A M, A M’ la o conici,
se ia punctul N unde dreapta MM’ intilneste una din direc-
toare (A) si se noteazd cu F focarul corespunzitor acestei direc-
toare. Sa se arate ca:

a) dreptele FA, FN sint perpendiculare;

b) FA este o bisectoare a unghiului MFM'

1348. Se considerad pe o conicd, avind ca focar punctul F si
ca directoare corespunzitoare dreapta (A), doud puncte variabile
M, M', astfel ca unghiul ascutit format de FM, FM' si fie con-
stant. Sid se demonstreze ci:

a) infisurdtoarea dreptei MM’ se compune din douid conice
avind ca focar punctul F si ca directoare corespunzitoare
dreapta (A);
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b) locul punctului de intilnire a tangentelor in punctele M, M’
se compune din doud conice, avind ca focar punctul F si ca direc-
toare corespunzitoare, pe (A).

1349. Si se demonstreze ci locul punctelor din care se pot
duce une) parabole dou# tangente, ficind intre ele un unghi con-
stant, este o hiperbold, avind acelasi focar si aceeasi directoare
ca ‘parabola.

1350. Se considerd un triunghi ABC circumscris unei para-
bole de focar F. Si se arate ea:

a) perpendicularele coborite din A, B, C respectiv pe dreptele
FA, FB, FC se intilnesc intr-un punct [;

b) cercul circumscris triunghiului ABC trece prin F.

1351. Sa se demonstreze cd dacd un triunghi T este circum-
scris unei parabole, punctul de intilnire a indltimilor se giseste
pe directoare (Steiner).

1352. Sa se demonstreze ci daci prin focarul F al unei conice
se duce o secantd variabild ce intilneste conica in punctele m, n,
valoarea absolutd a cantitatii

este constanta.

1353. Focarele unei conice inscrise intr-un triunghi sint puncte
inverse in raport cu triunghiul. Si se deduci de aici ¢d focarul unei
parabole inscrisi intr-un triunghi se gidseste pe cercul cir-
cumscris.

1354. Sd se demonstreze cd unghiul sub care se vede, din
focarul unei conice, portiunea de tangentd cuprinsd intre doua
tangente fixe, este constant.

1355. Fie H ortocentrul triunghiului ABC, inscris intr-un cerc
(0) si A, mijlocul lui AH. Mediana AA’ intersecteazd a doua oard
cercul (0) in A,, iar dreptele A'A,, OA, se intilnesc in M. Locul
lui M, cind BC este fixd iar unghiul A constant, este o elipsa.

1356. Prin focarul F' al unei parabole se duce o perpendicu-
lard (A) pe axa parabolei: Fie P proiectia pe (A) a unui punct M,
mobil pe parabold, si IV, un punct luat pe MF, astfel ca VM =
= MP. Si se arate cd PN trece printr-un punct fix.

1357. Fie M un punct pe o parabolid cu focarul F, M, pro-
iectia lui M pe directoarea parabolei, iar M, proiectia lui M, pe
raza vectoare FM. Se cere locul lui M, cind M descrie parabola.

1358. Se considerd in acelasi plan un punct ¥ si o dreapta (D).
Se cere infasurarea mediatoarei segmentului care uneste pe F
cu un punct ce descrie dreapta (D).
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1359. Se da o conicd (I') si doui drepte (D) si (A). Tangentele
duse din punctul M, variabil pe (D), intersecteazi dreapta (A)
in P si Q. Se cere locul geometric al intersectiei tangentelor, dife-
rite de PM si QM, duse din P si Q la conica (I').

1360. Se dau doud cercuri oarecare. S4 se arate ci secantele
pe care cele doud cercuri determinid segmente egale sint tangente
unei parabole.

1361. Un dreptunghi ABCD variazi riminind inscris intr-un
cerc, iar una din laturile sale trece printr-un punct fix. Sd se
arate cd latura opusd trece de asemenea printr-un punct fix, iar
celelalte doua laturi infisoard o elipsd sau o hiperbold, dupd cum
punctul fix se afld in interiorul sau in exteriorul cercului.

1362. Sa se arate ci laturile unui triunghi dreptunghic §i sime-
tricele bisectoarelor unghiului drept in raport cu centrul cercu-
lui circumsecris sint cinci tangente ale unei aceleiasgi parabole.

' 1363. Pe o foaie de hirtie se deseneazi o dreaptd (D) si un
punct fix F. Se indoaie hirtia in toate modurile posibile asa ca
F sa vind pe (D). Care este infagurata liniei de indoiturd?

1364. Si se demonstreze ed ortopolul ¢ al unui diametru (d)
al cercului (0), circumscris triunghiului ABC, este focarul unei
parabole inscrise in triunghiul median 4,B,C, si avind ca direc-
toare pe (d).

1365. Si se demonstreze ci punctul lui Feuerbach ¢ al unui
triunghi ABC este focarul unei parabole inscrise in triunghiul
median 4,B,C, si avind ca directoare dreapta O/ care uneste cen-
trele cercurilor circumscris’ §i .seris in triunghiul ABC.

1366. Sa se demonstreze cd triunghiurile median A4,B,C, st
ortic A’B’C’ ale unui triunghi BC sint circumscrise unei ace-
leiasi parabole, avind ca directoare dreapta OH’ care uneste orto-
centrele celor dou# triunghiuri.

1367. Se considerid doud triunghiuri ABC, A’B’C’ inscrise
intr-un cerc (0) si un punct F pe cerc. Se cere locul geometric
al punctului de intilnire a directoarelor parabolelor inscrise in
triunghiurile ABC si A’B’C’ si avind pugnctul F ca focar, cind
F descrie cercul (0).

1368. Si se demonstreze ci dacid o parabold este conjugatd
in raport cu un triunghi, focarul parabolei se giseste pe cercul
celor noud puncte si directoarea trece prin centrul cercului
cireumseris.

1369. Se considerd doud diviziuni asemenea descrise pe doud
drepte (L), (L’), al cdror punct de intilnire O nu coincide cu omo-
logul siu. S& se demonstreze cd dreapta care uneste doud puncte
omoloage oarecare m, m’ infdsoard o parabola tangentd dreptelor
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(L), (L), punctele de contact fiind omoloagele p, ¢’ ale punc-
tului 0.

1370. Sa se demonstreze cd locul virfului M al unui triunghi
MFF', care are o laturd fixd FF’ si ale cérei laturi MF si MF’
au ca medie geometrici mediana virfului M, este o hiperbold
echilaterd ale cérei focare sint F, F”.

1371. A si A’ fiind doud puncte fixe, si se demonstreze ci
locul punctului M din plan, astfel ca diferenta unghiurilor MAA’
si MA'A sa fie egald cu un unghi drept, este o hiperbold echila-
terd, avind segmentul AA’ ca axi transversi.

1372. Se considerd o hiperbold echilaterd H avind virfurile
A, A’ 51 cercul (O) descris pe AA’ ca diametru. Si se arate ci
aceste doud curbe sint omologice, avind centrul de omologie in
A’ si axa de omologie, tangenta comun# AL in A.

1373. S se deducid din problema prec/edgnté un mijloc simplu
pentru a gasi intersectia unei drepte (A) cu o hiperbola echilatera
H, ale carei virfuri sint cunoscute.

1374. Se dau dou# puncte A, B ale unei hiperbole si se con-
siderd segmentul AB ca diagonala unui paralelogram ale cirui
laturi sint paralele cu asimptotele. S4 se demonstreze cd a doua
diagonald trece prin centrul curbei.

1375. Sa se demonstreze cd locul eentrelor hiperbolelor, care
trec prin doud puncte date A, B si ale cdror directii asimptotice
sint date, este a doua diagonald a paralelogramului, ce are ca
primi diagonald pe AB si ale cérui laturi sint paralele cu direc-
tiile asimptotice. .

1376. O dreaptd oarecare intilneste o hiperbold in punctele
A, B si asimptotele in punctele C, D. S& se arate cd segmentele
AB, CD au acelasi mijloc.

1377. Si se arate ci tangenta la o hiperbold intilneste asimp-
totele in doud puncte simetrice in raport cu punctul de contact.

1378. Fie A, B punctele de contact ale tangentelor duse din-
tr-un punct P la o paraboli. Si se arate ci dreapta se uneste punc-
tul P cu mijlocul 7 al lui AB este paraleld cu axa curbei.

1379. S& se demonstreze ci locul centreior hiperbolelor echi-
latere, circumscrise unui triunghi, este cercul celor noud puncte.

1380. S# se demonstreze cd o hiperbold echilaterd, circum-
scrisd unui triunghi ABC, trece prin ortocentru.

1381. Si se demonstreze ci dacd un triunghi dreptunghic este
inscris intr-o hiperbold echilaterd, tangenta in virful unghiului
drept este perpendiculard pe ipotenuza.
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1382. Fie M si N intersectiile unei hiperbole echilatere cu
doud drepte mobile ce trec printr-un punct P al ei. Si se demon-
streze cd, dacd dreptele considerate sint egal inclinate pe asimp-
totele hiperbolei, atunci dreapta MN este un diametru al hiper-
bolei.

1383. Si se demonstreze cd locul centrelor hiperbolelor echi-
latere, conjugate in raport cu un triunghi, este cercul circumscris
triunghiului.

1384. S se demonstreze ci dreptele AB si AC, care unesc
doud puncte fixe B si C ale unei hiperbole echilatere cu un punct
A variabil pe curbd, determina pe o asimptotd X un segment cb
de lungime constanti.

1385. Si se demonstreze ci fiecare asimptotd a unei hiper-
bole echilatere este o dreaptd a lui Simson pentru orice triunghi
inseris in aceastd curba.

1386. S& se demonstreze ci inversele punctelor unui diame-
tru (d) al cercului (0), circumscris unui triunghi 4 BC, in raport
cu acest triunghi, se gdsesc pe o hiperbold echilaterd, avind ca
centru ortopolul ¢ al diametrului si ca asimptote dreptele lui Sim-
son ale punctelor M, N, unde (d) intersecteazi cercul (O).

1387. Care' este infisurdtoarea dreptei ce uneste polii unei
drepte ce trece printr-un punct fix in raport cu doud conice fixe
din plan?

1388. Se cere locul geometric al intersectiei unei drepte (Dy,
ce trece irintr-un punct fix, cu diametrul conJuoat directiei (D)
fatd de o parabold dati.

1389. Tangenta intr-un'punct M al unei parabole intersec-
teazé directoarea acestei parabole in N. F fiind focarul parabolei,
sd se afle locul geometric al intersc iei dreptei MF cu paralela
dusd prin /V la axa parabolei.

1390. Pe o dreaptd (D) se dau dou# puncte fixe A si B si
un punct mobil M. Pe perpendiculara ridicatd in M pe (D) se
iau segmentele constante MP si MQ. Se cere locul geometric al
intersectiei dreptelor AP si B(Q.

1391. Fie (C,) si (C,) parabolele care sint tangente in 4 unei
drepte date §i care trec prin doud puncte date B si C. Intersec-
tiille P, si P, ale paralelelor duse prin A la axele celor doud para-
bole, cu dreapta BC, sint doud puncte simetrice fatd de punctul
de intersectie M al dreptei BC cu tangenta datd. Si se demon-
streze cd distanta de la punctul M la P, este medie proportionald
intre distantele Iui M la B si C.

1392. Fie M, si M, doud puncte situate pe o conicid. Dreapta
M,M,, tangenta in M, si tangenta in M,, intersecteazd tangenta
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intr-un punct O al conicei in punclele 7, T,, T,. Si se arate cid
diviziunea OT T, T, este armonicai.

1393. S& se demonstreze ci produsul distantelor unui punct
oarecare al unei hiperbole la asimptote este constaat.

1394. S& se demonstreze cd o tangentd oarecare la hiperbold
formeazd, cu asimptotele, un triunghi de aria constanta.

1396. Si se demonstreze ci infdsuriloarea dreptelor care fac
cu doud drepte fixe Oz, Oy un triunghi de arie constantd se com-
pune din doud hiperbole conjugate, avind ca asimptote cele dous
drepte fixe.

1396. O dreapta (A) intilnegte o hiperbold (H) intr-un punct M
si asimptotele Oz, Oy in punctele P, P’. Si se arate cd daca dreapta
(A) se migcd paralel cu ea insdsi, produsul MP - M P’ pastreazd o
valoare constanti.

1397. Se considerd o dreaptd care intersecteazd o hiperbold
echilaterd, de centru O, in doud puncie M, M’ si asimptotele
sale in P, P’. Fie I mijlocul segmentelor MM', PP’, iar A,A’
punctele de intilnire a diametrului O/ cu hiperbola. Si se
arate cd dreapta /M este tangentd cercului MAA’.

1398. S& se demonstreze cd un cerc care trece prin doud
puncte A, A’, diametrul opuse pe o hiperbold echilaterd, intersec-
teazd aceastd curbd in doud puncte ce sint extremitatile unui dia-
metru al cercului care péstreazd, cind cercul variazi, o aceeasi
directie perpendiculard pe tangentele in A4 si A’ la hiperbola.

1399. Si se demonstreze cd hiperbola echilaterd poate fi con-
sideratd ca locul punctelor M, astfel ca diferenta unghiurilor A
si A’ din triunghiul MAA’ si fie constantd, A si A’ fiind extre-
mitdtile unui diametru al curbei.

1400. Se considerd doud puncte fixe A, A’ pe o paraboli, o
dreaptd (A) paraleld cu axa siun punct oarecare O, in plan. M fiind
un punct variabil pe parabold, s& se demonstreze cd paralelele
duse prin O la AM, A’ M intilnesc pe (A) in punctele P, P’, astfel
cd segmentul PP’ are o valoare constanti.

1401. S3 se construiascd axele unei elipse cind se cunosc douid
diametre conjugate MON, M'ON’ in mirime si pozitie.

1402. Se d& o conicd (C), un punct P si o dreaptd (A). Prin
P se duce o secantd variabild care intilneste conica (C) in pune-
tele a, b si dreapta (A) in punctul c. Se cere locul geometric al
punctului m, conjugat armonic cu ¢ in raport cu a §i b.

1403. Se considerd conicele care au ca focare doud puncte
date F, F’ (conice omofocale); acestor conice se duc tangente
paralele cu o directie (D). Se cere locul punctelor de contact.
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1404. Si se arate cd conicele unui fascicul punctual? deter-
mind o involutie pe o dreaptd oarecare (D) (Desargues— Sturm).

Sa se deducd de aici propozitiile lui Pappus:

a) cele trei perechi de puncte, unde o dreaptd oarecare inter-
secteazd laturile opuse ale unui patrulater, se corespund intr-o
involutie ;

b) conicele circumscrise unui patrulater divid armonic cele
trei diagonale.

1405. S& se demonstreze teorema lui Pascal cu ajutorul pro-
blemei precedente.

1406. Si se demonstreze cd, dacd un triunghi A BC este inscris
intr-o conicd (I") si circumsecris altei conice (I''), existd o infini-
tate de triunghiuri care se bucurd de aceeasi proprietate (teorema
inchiderii a lui Poncelet).

1407. Si se demonstreze ci tangentele duse dintr-un punct
P conicelor unui fascicul tangential ? descriu fascicule in invo-
lutie, ale céror raze duble sint tangentele duse prin P conicelor
fasciculului ce trec prin acest punct (Pliicker).

1408. Si se demonstreze c# polarele unui punct fix P, in
raport cu conicele unui fascicul punctual, tre¢c printr-un punet fix.

1409. Si se demonstreze cid locul centrelor conicelor unui fas-
cicul tangential este dreapta lui Newton a patrulaterului eircum-
scris comun, care trece prin mijloacele diagonalelor.

1410. Si se demonstreze ci# locul centrelor conicelor unui
fascicul punctual este o conic? (conica celor nouid puncte).

1411, Si se arate cd cercurile ortoptice ale conicelor unui
fascicul tangential trec prin dou” puncte fixe.

Sa se deducd de aici cd cercurile descrise pe cele trei diago-
nale ale unui patrulater au aceeasi axd radicala.

1412. Toate conicele care trec prin punctele comune a doui
hiperbole echilatere sint hiperbole echilatere.

S& se deducd de aici cd hiperbolele echilatere circumscrise unui
triunghi trec prin ortocentru si, reciproc, conicele care trec prin
virfurile unui triunghi si prin ortocentru sint hiperbole echilatere.

1413. Sa se demonstreze cd dacd ABC este-un triunghi inscris
intr-o conicd de centru D si dacd P este un punct oarecare al aces-
tei conice, paralelele duse dreptelor AP, BP, CP prin punctul D,

1) Se intelege prin fasciculul punctual totalitatea conicelor care trec prin
patru puncte date.

2) Se intelege prin fasciculul tuangenfial totalitatea conicelor inscrise intr-un
patrulater.
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intilnesc laturile triunghiului complementar A'B’C’, al lui ABC,
in trei puncte A4,, B,, C; coliniare.

1414. Se di un unghi 20y, o dreapti fixa (A) si un punct fix
A pe Oz. Pe (A) se ia un punct variabil M. Dreapta AM inter-
secteazd pe Oy in punctul /V; prin IV se duce o dreaptd de incli-
nare o pe Oz si fie H punctul de intilnire a acestei drepte cu OM.
S& se giseasca:

a) locul punctului H cind « este constant; si se arate cd este
o hiperboli;

b) infasurdtoarea asimptotelor acestor hiperbole, cind «
variaza.



